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wir sämtliche Un- 
bekannten durch 
die Lastgrößen aus- 
drücken. 

Damit ist unsere 
Aufgabe grundsätz- 
lich gelöst. 

Um verschiedene Belastungsfälle schnell auswerten zu können, und 
weil die Lastgrößen in jeder Belastungsstufe paarweise auftreten, empfiehlt 
es sich, die ganze Rechnung zunächst mit allgemeinen Lastgrößen durch- 
zuführen, 


Ai 


Bild 12. 


Die Knickfestigkeit der Rahmenkuppel. 
Allgemeines. 

Die Feststellung zulässiger Beanspruchungen in den Stäben einer 
Rahmenkuppel nach dem vorstehend entwickelten Verfahren bietet allein 
nicht die Gewähr für eine ausreichende Standsicherheit des Bauwerks. 
Die besondere Eigenart der Rahmentragwerke, sich unter der Wirkung 
solcher Belastungen, die in den Stäben Biegemomente erzeugen, leicht 
zu verformen, macht es notwendig, die Kuppel auch auf ihre Knick- 
sicherheit zu prüfen. Wie wir sehen werden, ist dies nach den bisher 
geleisteten Vorarbeiten nicht mehr schwierig, 

Wir können drei Arten der Knickverformung unterscheiden. Die 
erste Art ist eine Verdrehung des Tragwerks um seine Achse. Bei der 
zweiten Art der Knickung verschieben sich die Ringe unverzerrt in 
einer Richtung gegeneinander, so daß sich die Kuppelachse krümmt, Als 
dritte Art der Verformung kommt die Ovalverbiegung der Ringe bei 
gerade bleibender Kuppelachse in Betracht, Es muß durch Rechnung und 
Vergleich festgestellt werden, welcher dieser drei Knickfälle jeweils der 
ungünstigste ist. Eine Voraussage ist bei dem starken Einfluß der Steifig- 
keitsverhältnisse der Stäbe auf das Ergebnis nicht ohne umfangreiche 
Erfahrungen möglich. 

Erteilen wir einem Tragwerk eine kleine Formänderung, dann ver- 
ändern sich die Neigungswinkel der Stäbe und der in ihnen wirkenden 
Stabkräfte, Hierdurch ändern sich auch die Gleichgewichtsbedingungen 
an den Knotenpunkten gegenüber denen im ursprünglichen Formzustand 
des Tragwerks. Die sich aus der Gleichgewichtsstörung infolge der Ver- 
formung ergebenden zusätzlichen Krafitwirkungen wollen wir Ver- 
formungslasten nennen. Sie werden im Knickfalle so groß, daß durch ihre 
Wirkung die eingeleitete Verformung nicht wieder verschwindet, sondern 
sich vergrößert. V 

Die Verformungslasten. 
Nachdem wir für die allseitig vollbelastete Kuppel an Hand der früher 


entwickelten Formeln die Stabkräfte A und $,,, errechnet haben, stellen 
wir fest, wie sich das Gleichgewicht der Knotenpunkte nach der System- 


verzerrung verhält, Wir finden ganz allgemein die Verformungslasten zu 
H H £ 


Pi Ae Arit = (Sto) ge: sin y) 
H DN dé Vi À Rang 
(40) Pyi™ Soj COs o e us kl (Sio) Qi’ COS y) 


Ds e sf (Sio) pi): 


Im ersten Knickfall sind x = y = 0 und 2,—z,. Es werden 


damit P= Ey = Ô und 
SZ Ai Sy Sy 
a) Ken 2,. -( + 5 E — ët A 
dÉ uk dë ei? l; Gët 


Bei dem zweiten und dritten Knickfall setzen wir wie früher: 


X;= Xp sin Roi Mrs Mun: SiN k w È 


X Zë D 
und z = — Wu: ‘Yip COS Rai, 
H 2 KI? Wo 
worin k= 1 bzw. 2 ist. Es ergeben sich dann: 
í 5 
i J+ 
Pins (ër grau 
KÉ N A rg o 
Rn Gier e ey Ya 
a | J ) 
| Sy A: um 
SEL e tg yy tg yy I 
J YIT EN) Im rt 
d SEH \ ; 
Sy gi, 
es En a EE aA 
S (u 2 
49 l X (eg ne a 
DI A ai (ter tra 
Dr Si? 1 P 
Heu e g " Ku 3) 
T 
| Shai i S; SE Dr " ` | S/ > 
RE . FURY "Zut 
(un d SP ee, 
P e ` SE y 
(k)z ` Hik J +i 
Z g| rpg DR 
( Shaa Sy £ , S; f 
Ti Zut "HRI 
{ Lin E al el. 


Die Verformungslasten sind, wie zu erwarten war, nur von den 


Verschiebungsgrößen y bzw. Zio) abhängig. 


Die Knickbedingung. 

Um zu erfahren, bei welchem Vielfachen der normalen Vollbelastung 
das Tragwerk einknickt, multiplizieren wir die Verformungslasten mit dem 
Sicherheitsfaktor » und setzen sie als einzig vorhandene Lasten in 
die Endgleichungen für die Verschiebungsermittlung ein, wie sie im 
Abschnitt über die Ermittlung der Unbekannten entwickelt worden sind. 
Es ergibt sich auf diese Weise eine Gruppe von N Gleichungen, welche 
außer den N Knotenpunktverschiebungen noch den Sicherheitsfaktor » als 
Unbekannte enthalten. Damit nun alle Gleichungen gleichzeitig erfüllt, 
d. h, zu Null werden können, ist es notwendig, daß die Determinante 
der Beiwerte aller Verschiebungsgrößen zu Null werden muß. 

Aus dieser Knickbedingung finden wir die Sicherheitszahl in Form 
einer Gleichung Nten Grades, deren kleinste reelle positive Wurzel der 
gesuchte Sicherheitsfaktor ist, 

Hiermit ist auch die zweite Aufgabe gelöst. 

Literaturverzeichnis, 

W. L. Andrée, Das BU-Verfahren (R. Oldenbourg, 1920). 

Fr, Bleich und Melan, Die gewöhnlichen und partiellen Differenzen- 
gleichungen der Baustatik (Jul. Springer, 1927). 

P. Funk, Die linearen Differenzengleichungen und ihre Anwendung in 
der Theorie der Baustatik (Jul. Springer, 1920). 

W. Kaufmann, Beitrag zur Berechnung räumlicher Fachwerke von 
zyklischer Symmetrie mit biegungssteifen Ringen und Meridianen 
(Z.a,M.M. 1921). 

n Mann, Über zyklische Symmetrie in der Statik mit Anwendung auf 
das räumliche Fachwerk (Der Eisenbau 1911). 

H. Marcus, Beitrag zur Theorie der Rippenkuppel — Die Rippenkuppel 
mit gelenkartiger ebener Stützung (Armierter Beton 1912) — Die 
Rippenkuppel mit gelenkiger räumlicher Stützung (Der Eisenbau 1912) 
— Die Rippenkuppel mit ebener und räumlicher Einspannung (Z. f. 
Bauwesen 1912) — Studien über strebenlose Raumfachwerke und 
verwandte Gebilde (Jul. Springer, 1914). 

X. Mautner, Beitrag zur Theorie der in Eisenbeton gebräuchlichen Form 
der Rippenkuppel (Wilh. Ernst & Sohn, 1911 und B, u, E. 1912), 

H. Reißner, Anwendung endlicher trigonometrischer Reihen (Arch, f. 
Math, u. Phys. 1908). 

A. Rudakow, Berechnung der räumlichen symmetrischen Vieleckrahmen 
für beliebige Belastung (Ing.-Archiv 1931). 


Vorschlag und Kritik einer Bemessungsformel bei außermittig beanspruchten Knickstäben. 


Alle Rechte vorbehalten, 


Von Professor Dr. De äng. Willy Gehler, Dresden. 


(Schluß aus Heft 14/15.) 


c) Außer dem soeben erörterten Grenzfall A — 0 (außermittiger Druck 
ohne Knickgefahr) bringt uns auch der andere Grenziall m= Ù eine 
Veranschaulichung des Wesens dieser „Grundlösung“. Falls 
das Fließen am Druckrand beginnt, lautet Gl. (31) [nach GI. (32)]; 


(84) PAE Al 
z kr \ GE kr) 
(ER 
oder (1 = S ) (op — gees Mog, oder pp o= dgr" 


Wird m=0, so erhält man entweder p = ge, =, also die 
Gleichung der Quetschgrenzen-Geraden AQ (Bild 3c) oder 
i dkr 


=l——— =l), 
ME n®E 
also die bekannte Gleichung der Eulerhyperbel QC (Bild 3c), 
d) Die vorliegende Aufgabe wird aber vor allem dadurch verwickelt, 
daß man (nach Bild 8a bis ch zwischen drei verschiedenen Ver-- 
zerrungszuständen genau unterscheiden muß, was an einem sehr 
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einfachen Sonderfall erläutert werden möge. Die drei möglichen Ver- 


zerrungszustände sind: 
Verzerrungszustand A (Bild 8a)=Fließen am Druckrand, 
Verzerrungszustand B (Bild 8b) =Fließen am Zugrand, 
Verzerrungszustand C (Bild $c) =Fließen beiderseits, 


Falle das Fließen sowohl am Druckrand 


Beginnt im besonderen 
so ist nach Bild 9, da 


als auch zufällig gleichzeitig am Zugrand, 


h ati h 2—6; 


_ = SEH alen — —a= 9 ist, 
h 5 
dG MS _ 2 a 
ges MD h ee 
2 


Ausnahmequerschnittsgruppe IT 
[&= A ) 
WEI 
Fließen am Zugrand 
Bild 8 


Regelguerschnitfs-Gruppe 1 


(a=#) 


fließen am Druckrand 


beiderseits 


_ Fließen 


a bis c. 


und die Druckspannung im Schwerpunkt 
> la — e 
(35) SËCH 
Für den Verzerrungszustand A (Bild 8a) ist entweder Ce einem sym- 


dg = dp’ h 
, Übersicht II) e, = 


metrischen Querschnitt (Profil 2 bis 6 , so daß nach 


3 


3 h 7 : 
GI. (35) og = 0 wird oder e, > Dann würde aber de negativ werden, 


o: 
scheidet also in unserer #x-4-Darstellung (Bild 3) der Eulerhyperbel aus. 
nach Gl, (35) 


Dies führt zu 


Umgekehrt ist für den Verzerrungszustand B mit e; < 5 
de positiv, ergibt also einen reellen Punkt G (Bild 3c). 
folgender Veranschaulichung; 

Wandert Punkt G’ (Bild 3a) mit steigender Laststufe auf der 
Hookeschen Geraden, so steigt der entsprechende, stets gleich hoch 
liegende Punkt G auf der Eulertiyperbel N 
empor (s. Bild 3c) Da (nach Bild 9) H 
in diesem Sonderfall das Fließen gerade | 
am Druckrand und am Zugrand zugleich 
beginnt, gehört dieser besondere Punkt G, 
dessen Ordinate ve nach G1, (35) leicht 
zu bestimmen ist, sowohl dem Ver- 
zerrungszustand A, als auch B an, end- 
lich aber auch dem Zustand C, weil 
unser Bild 9 ja gerade der Ausgangs- 
fall für Bild 8c ist, Die zugehörige 
Abszisse A, (Bild 3c) erhält man dann 
unmittelbar aus der bekannten Gleichung 
der Eulerhyperbel, Alle Punkte zwischen 
G und P= Q, die auf der Eulerhyperbel 
liegen, gehören somit zum Zustand A und entsprechend alle Punkte 
rechts von G zum Zustand B, 

Folgerungen: Das ganze #x-4-Feld kann man nun, wie dieses 


besonders einfache Beispiel erkennen läßt, in die drei Verzerrungsbereiche A, 
B und C aufteilen, Jede og,-4-Linie der Übersicht II hat in jedem dieser 
Bereiche einen Bene Verlauf (einen bestimmten Ast), also an der 
Grenze zweier Bereiche einen Knickpunkt, (Daraus folgt z. B., daß unsere 
berechneten m,-A-Linien ebenfalls Knickpunkte aufweisen müssen.) 

Während für die Regel-Querschnittsgruppe I nur der Bereich A in 
Betracht kommt, weisen die o,,-4-Linien für die Ausnahme-Querschnitts- 
gruppe II jeweils zwei solche verschiedene Äste auf mit einem Grenz- 
punkt G, dessen Werte 4g (bzw. auch dg) nach Jäger (Jezek) in Uber- 
sicht II eingetragen sind. 

So wertvoll diese Studien für die Erkenntnis der ver- 
wickelten Zusammenhänge sind, so führen sie doch unbedingt 
zu der Überzeugung; daß wir bei der Nutzanwendung nur nach 
der Regel-Querschnittsgruppel und nach der Ausnahme-Quer- 
schnittsgruppe II, nicht aber nach den vielen Querschnitts- 
typen unterscheiden können. 


IV, Die Festlegung der Grenzlinie (der m,-4-Geraden) mit 
Hilfe der Grundgleichung. 


Bild 9. 


Die Erkenntnis des Aufbaues der Grundgleichung (28) in der Form 


n®E fi 


(36) m Xa + Kay 


wie sie bei den meisten Profiltypen der Regel-Querschnittsgruppe I nach 
Übersicht II zutrifft, kann uns nun dazu dienen, die Eigenart und den 
Verlauf unserer neuen m,-4-Grenzlinie genauer zu erkennen, 
Nie: 
. Wir wählen (in Bild 10) für A— 100 jeweils m, = m, also für die 
erachten drei Fälle m,i = 0,5 bzw. 1,0 bzw, 2,0 (s. die Punkte Vog» 
Vun und Kaal 


de 20 
o- 


Bild 10, 
A dr 
2. Aus Gl. (36) folgt mit æ w = =? 
Or 
1 E > ry mE ‚ 
(37) Lol = 100° dp -x w {1 — Xa rc L af u 100? dp "X w K, 


wobei nach GI, (29) das Elementarglied: 
i A 
(38) Xa = | 
ist, Da der Hebelwert, der nach DIN E 4114 bereits in œ enthalten ist, 


1 a / 
(nach GI, 19) m, 075 Sch beträgt, ist hier (nach Gl. 20) wiederum: 


— Mo -l- Ma- -0,75( el + M 


Ferner ist (nach Gl. 13) x œ = w + m, und für A— 100 der Wert m. = my 


gewählt worden (s. die Punkte V in Bild 10), Daher kann aus Gl. (37) 
nunmehr die einzige Unbekannte o, berechnet werden, 


3. Dann ist z. B. für A=0 der Wert aa, = w -+ m, 


k 
o Dem 14 Myo 


(s. Bild 4) und nach GI. (38) Xp = M: Myg» ferner 
E 
m= 0,75 ( OS m, =0 rm, 
also A, = Mg ' Myo und nach Gl, (37): 
K=0= 1 — X, +0 dai 
Ma 


woraus man X, erhält und damit auch mpo = ech 
a 


4, In gleicher Weise ergibt sich sinngemäß für 4 — 
m yp» wenn 


200 der Wert 


æ w = wg F Mya = 7,595 + Baam 
in GI. (87) eingesetzt wird. 

5. Hiernach wurden die Werte der Übersicht II gefunden und in 
Bild 10 die entsprechenden Linien U VW für m, = 0,5 bzw. 1,0 bzw, 2,0 
eingetragen, ~ 

Übersicht Ill, 
| | Mo Mxo 


Ma E | Myo | x 100 | M 2909 ga— TT 

05 1025 | 025| 05 | 0,75! 0,50:200 = 0,25: 100 = 4: 400 
1,0 | 0,22 0,67 1,0 1,33 , 0,66 : 200 = 0,33 : 100 = 1 : 300 
2,0 | 0,162 | 1,60 ° 2,0 | 2,40 | 0,80:200 = 0,40: 100 = 4:250 


Folgerungen: 

a) Die Werte c, = 0,25 bis 0,162 stimmen mit den Werten e der 
Übersicht II nach der Größenordnung befriedigend überein. 

b) Die Endpunkte der Ordinaten m, (in Bild 10), nämlich m yg» 100 
und Mygg liegen jeweils mit völlig hinreichender Annäherung auf einer 
Geraden, so daß unsere m,-A-Linie mit Recht als Gerade gewählt wird, 
Diese Feststellung ist durch den Grad der Gleichungen zu veranschau- 
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Übersicht IV. Mittelwerte der m,-Werte nach Übersicht I. 


ee n = nn T = = 
EA j 3 IN 
Untergruppe IA Í RUE, M: |22 M.| "Tei 2 m. Mm LE m. Uu 
nter ppe 2 ` | LAM |——i.M. | i. M. —i,M.| j | LI 1] 
` m | m 
HTL | m HE s zue Sae 
| | | | | | 
693 
0,25 0,09 0,10 0,12 | 0,103 | 0,412 0,21 0,19 0,27 0,223 0,892 || 0,14 | 0,14 | 0,14 0,14 0,560 
0,50 0,18 | 0,21 0,24 0,210 | 0,420 0,44 0,38 0,50 0,440 | 0,870 0,40 | 0,40 0,40 0,40 0,800 
0,75 0,28 | 0,30 0,36 0,313 | 0,417 0,64 0,60 0,71 0,650 | 0,867 0,67 0,67 | 0,67 | 0,67 0,893 
1,0 0,39 | 0,42 0,49 0,433 | 0,433 0,82 0,74 0,94 | 0,833 | 0,833 0,97 0,97 | 0,97 0,97 0,970 
1,5 0,62 0,61 0,74 0,657 0,438 1,20 1,08 1,35 | 1,210 | 0,808 1,29 | 1,29 1,29 | 1,29 0,860 
2,0 0,56 0,87 1,00 0,910 | 0,455 1,55 1,40 1,71 1,553 | 0,776 1,63 1,63 1,63 1,63 | 0,815 
Mittelwert m, : m, | 0,429 0,842 (ungenau) 0,818 
= 
Untergruppe IB | | | | 
0,2: 0,22 0,881 0,41 1,640 0,40 1,600 
0,50 0,44 0,880 | 0,67 1,340 || 0,67 1,340 
0,75 0,68 0,907 | 0,95 1,268 0,97 1,293 
1,0 0,90 0,900 1,17 1,170 1,29 | 1,290 
1,5 1,35 0,900 1,64 1,093 | 1,63 1,088 
2,0 1,79 0,895 2,07 1,035 2,00 1,000 
e "e et 5 GEN: eech 
Mittelwert Mm: Ma | 0,892 | 1,258 (ungenau) 1,270 
— ——— EE ere 
> S 1 . | D g Pa! Dk ene 
Gesamtmittel: Im: m, = oa (0,429 + 0,892) = [0,660] | my: m, = -5 (0,842 + 1,258) = | [1,050] My: m, = -5 (0,818 + 1,270) = [1,044] 
| || e | =—— | 2 
Vorschlag: | | | 
1 2— 100) | 1 rt! 1 
m= m, 14 Sl Sak m:m=1—. =| |0,667| m,:m,=1 +0 =|| 120] mm, =14 3 =| [133] 
| | | 
lichen. Die Grundgleichungen (28) sind Funktionen dritten und vierten bei außermittigem Kraitangriff zu lösen. Professor Roš und seine Mit 


N o 


UN : 
oe ‚ also eine qua- 
dratische Beziehung bereits in den ou Merten enthalten und damit ab- 
getrennt ist, wird es verständlich, daß für m, angenähert eine quadratische 
bzw. lineare Beziehung übrigbleiben kann. 

c) Geht man in Bild 10 von dem mittleren Fall m„—= 10 aus, so 
erkennt man, daß bei kleinerem Werte (m, < 1,0) die berechnete m,-4- 
Gerade flacher und bei größeren Werten (m, > 1,0) steiler geneigt ist. 

V. Die zahlenmäßige der 
m,-)-Geraden. 

In Übersicht IV sind die Werte My: My nochmals zusammengestellt, 
wie sie sich aus den genauen Werten von Jäger (Jezek) nach Über- 
sicht I ergeben, Da aus Bild 5 zu erkennen ist, daß sich die m .-Werte 
für die I-Träger von denen der drei übrigen Profile deutlich absondern, 
wurden hier die beiden Untergruppen IA und IB getrennt behandelt 
und bei der Mittelwertbildung die wichtige Gruppe IB mit der anderen 
gleich bewertet, Das Ergebnis dieser zahlenmäßigen Feststellung ist 
endlich unsere Gleichung (13a) 


(39) 


Grades von 4. Da nun nach Gl. (19) me 075 


Festlegung der Neigung 


N EEREN 
erg 1 T, 


Gegen den etwaigen Einwand, daß die m -Werte für die Gruppe IB 
nicht auf „der sicheren Seite liegen“, ist zu erwidern, daß sie m, E 
durch diese Grundlösung nicht zuverlässig erfaßt werden können (s. oben 
unter Il, 1), daß ferner die Werte von A= 0 bis 40 praktisch ausscheiden, 
und daß endlich - 

für m,—=0,25 0,50 075 10 15 230 
der Fehler (in /,)—=62 78 93 98 10,4 99 


beträgt, also selbst bei ihrer vollen Bewertung nur gering sein würde. 

VI. Aus Übersicht IC und Bild5 ging ferner hervor, daß die 
m,--Linien für den Grundfall des Rechteckquerschnitts für St37 und 
St52 mit hinreichender Annäherung die gleichen sind, so daß GI. (39) für 
beide Baustoffe gilt, 


D. Schlußwort. 


Nachdem die bekannten Knickversuche des Deutschen Stahlbau- 
Verbandes!®) unter Mitwirkung von Herrmann Zimmermann die 
Eulergleichung voll bestätigt und zur Erkenntnis der Bedeutung der 
Fehlerhebel geführt hatten, blieb hauptsächlich noch das Knickproblem 


14) W, Rein, Versuche zur Ermittlung der Knickspannungen für 
verschiedene Baustähle. Heft 4 der Berichte des Ausschusses für Ver- 
suche im Stahlbau, Berlin 1930, Jul, Springer. 


arbeiter) haben das Verdienst, durch die Züricher Knickversuche den 
ersten bedeutsamen Beitrag hierzu geliefert zu haben, 

Durch die grundlegenden Studien der Wiener Schule unter Führung 
von Hartmann, insbesondere auch durch die scharfsinnigen For- 
schungsarbeiten von Chwalla, wurde in den letzten zehn Jahren 
das verwickelte Problem der außermittig beanspruchten Knick- 
stäbe so weit geklärt, daß 1937 K. Jäger (Jezek), Wien, mit Hilfe 
der vereinfachenden „Grundlösung* den gesamten Stoff elasto-statisch 
erschöpfend bearbeiten konnte, Aus allen diesen gründlichen Arbeiten 
konnte aber eine einfache Nutzanwendung für unsere Bestimmungen 
deshalb noch nicht gezogen werden, weil die bisher übliche 
Darstellung der Ergebnisse in dem #,-4-System stets zu Gleichungen 
dritten und vierten Grades führt, Bei der Bearbeitung meiner Er- 
läuterungen!) wurden nun zwei praktisch nützliche Gedanken gefunden, 
nämlich zunächst die wesentliche Vereinfachung sämtlicher 
Gleichungen durch die Transformation aus dem og-)-System 
in das »-)-System und sodann das anschauliche sogenannte 
Additionsgesetz für den erforderlichen Querschnitt, der sich 
durch Summieren des reinen Druckquerschnitts und des zusätzlichen 
Knick- und Biegequerschnitts ergibt. (Die Ordinaten der Teilflächen im 
@-)-System können dann als spezifische Teilflächen, bezogen auf den 
reinen Druckquerschnitt, aufgefaßt werden.) Die Feststellung, daß bei 
mittigem Druck durch diese Transformation die kubische #,-4-Hyperbel 
in die einfache »-4-Parabel überging, ließ eine ähnliche vereinfachende 
Wirkung durch Anwendung dieses Mittels bei dem vorliegenden ver- 
wickelteren Problem erhoffen, was sich tatsächlich bestätigt hat. Auf 
Grund dieser einfachen und anschaulichen Darstellung der bisherigen 
Forschungsergebnisse wurde unser Vorschlag und seine genaue Begründung 
ermöglicht, 

Oft bleiben die Ergebnisse tiefgründiger Studien deshalb auf einen 
kleinen Kreis von Wissenschaftlern beschränkt, weil es nicht gelingt, sie 
einfach und anschaulich darzustellen. Erst durch die Anschauung prägen 
sie sich in den Gesichtskreis und in das Gedächtnis ein und können zum 
Allgemeingut der Fachwelt werden. 


1) M. Roš, Bericht auf der Internat. Tagung für Brücken- und 
Hochbau in Wien 1928, S. 293, und Vorbericht für den 1. Internat, 
Kongreß für Brücken- und Hochbau in Paris 1932, S. 84. 

18) Fußnote la. a. ©., I Teil, S. 18 ff, 
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Hallenbauten für 


ein Walzwerk. 


Von Regierungsbaumeister Studienrat Walter Meinck, 


Der so überaus starke Eisenbedarf unseres Vaterlandes machte nicht 
allein die Neuerrichtung entsprechender Werke, sondern auch eine 
Leistungssteigerung bereits bestehender Anlagen notwendig. So wurde 
u.a. die Grob- und Mittelstraße eines älteren Walzwerkes nach neu- 
zeitlichen Gesichtspunkten ausgebaut und somit leistungsfähiger gestaltet, 
Zu diesem Zweck wurden bereits bestehende Hallen versetzt und um- 
gebaut, neue Hallen wurden dazu errichtet, so daß nunmehr die größte 
Länge der Hallen dieses Werkes 300 m beträgt und die größte Breite 75 m. 


bahn kragt, wie aus der Ansicht von Bild 2 deutlich zu ersehen ist, über 
die Schiffsanlegestelle am Wasserwege vor, Bild 3 zeigt die genauere 
Ausbildung der am Kanal stehenden Kragstütze dieser Kranbahn. An der 
linken Stützenreihe des Laufkranes ist zur Bedienung der Stoßöfen noch eine 
weitere Laufbahn für einen Konsolkran von 6 t Tragfähigkeit angeordnet, 

Neben der vorerwähnten Magnetkranbahn liegen die beiden je 32,4 m 
weit gespannten Hallen A und B mit je einem Laufkran von je 20 t Trag- 
fähigkeit und 30 m Stützweite, 
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Gleichzeitig wurde die Gelegenheit wahrgenommen, das Werk an das 
Binnenwasserstraßennetz anzuschließen, um ihm die Möglichkeit zu geben, 
seine Erzeugnisse auf dem billigen Wasserwege nicht nur bis in die 
entferntesten Teile des deutschen Vaterlandes, sondern möglichst noch 
über seine Grenzen hinaus 
zu verfrachten. 

Bild 1 zeigt die Hallen- 
anordnung nebst der Ver- 
ladeeinrichtung an der 
Wasserstraße im Grundriß 
und Längsschnitt, Bild 2 
die Ansicht von der Wasser- 
seite her, Die Aufstellung 
der ausgedehnten Hallen 
hat nur 4'/, Monate ge- 
dauert: In den Bildern 
links befindet sich das 
Halbzeuglager. Es liegt 
im Freien und wird von 
einem Magnetlaufkran von 
35 m Stützweite und 10 t 
Tragfähigkeit  bestrichen, 
Der Laufikran fährt über 
zwei im Lageplan nicht 
mit eingezeichnete Stoß- 


öfen hinweg. Die Kran- Bild 2, 


Ansicht der Freianlage und der Hallen, von der Wasserseite gesehen. 


Grundriß der Kranbahnen und Dachbinder - Unterzüge 


Übersicht, 


Weiter rechts schließt sich die 21,6 m weit gespannte Halle D mit 
einem 40 t-Laufkran von 19,43 m Stützweite an, 

Die drei vorgenannten Hallen tragen, wie aus dem Längsschnitt von 
Bild 1 hervorgeht, ein gemeinsames Dach, dessen Binder über die Hallen A, 
B und D gespannt sind (Bild 4). Diese Binder liegen in dem am Wasser 
liegenden Teil der Hallen in 6,25 m, in dem dem Wasser abgelegenen 
Teil in 5,725 m Abstand. Sie 
sind auf Fachwerkträgern 
gelagert, welche ihrerseits, 
statisch bestimmt, auf 25,0 
bzw. 22,9 m voneinander 
entfernten Zwischenstützen 
ruhen. Bild 5 zeigt diese 
Stützenreihe, welche außer 
dem vorerwähnten Parallel- 
träger für das Dach noch 
einen  darunterliegenden 
zweiten Parallelträger trägt. 

Da letzterer die Kran- 
bahn der Halle B auf- 
nimmt, sind seine End- 
widerlager portalartig aus- 
gebildet, um die oben 
wirkenden Bremskräfte des 
Kranes auf die untenliegen- 
den Stützenfüße übertragen 
zu können. Zwischen den 
beiden benachbarten Dach- 
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en durch Halle A, B, D 
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Bild 4. 


bindern der Giebelseiten dieser Hallen 
liegt in Höhe der Binderuntergurte der 


Längsschnif b-b durch die Halle B gegen Halle A gesehen 


waagerechte Windverband. 


= = =| 


An die vorerwähnten Hallen A, B und D 


schließt sich, wie aus Bild 1 ersichtlich ist, 
die Gruppe der neu erbauten Z-Hallen 
parallel zum Wasserwege an, die also in 


der in Bild 2 gezeigten Gebäudefront liegen. 


Die längere der beiden Z-Hallen wird von 


einem 10t-Laufkran von 23,5 m Spann- 


weite bestrichen. Sie soll später einen 
zweiten solchen Laufkran auf derselben 
Fahrbahn bekommen, Bild 6 zeigt die 
Innenansicht dieser Halle gegen die Halle D 
gesehen, Bereits aus dem Bild ist die 
gute Belichtung der Halle durch Säge- Fe 2500 
dächer zu erkennen, welche von Norden her ` 
erfolgt und infolge der senkrecht liegenden 
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Bild 6. Innenansicht der langen Z-Halle, gegen Halle D gesehen. 


Verglasung eine möglichst geringe Beeinträchtigung durch Schnee und 
Staubablagerung erwarten läßt. Im Hintergrunde sieht man dann noch 
den Kranbahnträger der Halle D. Neben der 216 m langen Z-Halle liegt 
noch eine kürzere von 96 m Länge, welche später ebenfalls zwei 
10t-Laufkrane von 21,4 m Spannweite erhalten soll. An diese kürzere 
Z-Halle schließt sich das nicht überdachte Walzenlager an mit einem 
15 t-Laufkran von 21m Stützweite, dessen im Freien stehende Laufbahn 
auf Stützen ruht, welche bei einer Erweiterung des Werkes gegebenenfalls 
als Hallenstützen dienen können. 

Am Ende der langen Z-Halle läuft im Freien in Geländehöhe ein 
großer Brückenkran von 47 m Stützweite für Eisenbahnverladung, 

Für die in sämtlichen Hallen angeordneten Laufkrane mußten sämtliche 
Binderstützen gleichzeitig als Kranbahnstützen ausgebildet werden, Bild 7 
zeigt die Stütze der der Wasserstraße benachbarten Reihe, die im Lage- 
plan (Bild 1) mit A bezeichnet ist, von drei Seiten. Die Stütze besteht 
im unteren Teile aus je zwei beiderseits verstrebten C30, welche die 
Gurtungen des Stützenfachwerks bilden. Sie hat in sechs Ebenen 
Dreieckverstrebungen, und zwar kommen in der Höhe auf ein Dreieck 
der Hauptfachwerke in der Längsrichtung immer drei Dreiecke der Quer- 
richtung, Auch Bild 6 zeigt deutlich die großen Dreiecke der Haupt- 
verstrebung und an der Stütze rechts die kleinere Verstrebung der 


- 2230m — 


Schnitt h-h 


Bild 8. 
Festes Auflager des 


Querrichtung. 


Die in 6,25 m Abstand voneinander stehenden 
Z-Hallen werden von 3,80 m hohen gegliederten Parallelträgern getragen, 


Sägedachbinder der 


36 m weit gespannten 
Kranbahnträgers. 


Bild 5. 


deren Abstand von 12 m in Bild 6 zwar stark verkürzt 
erscheint, deren dünne Schrägstäbe aber deutlich erkenn- 
bar sind. Diese Parallelträger ruhen auf Stützen, welche 
in den drei Reihen A, B und C angeordnet sind (vgl. 
Lageplan 1), und welche in der wasserseitig gelegenen 
Halle 25,0 und in der anderen 22,9 m Abstand haben. 
Die in Bild 6 deutlich sichtbaren, aus IC 14 gebildeten 
Untergurte dieser Parallelträger bilden eine feste Ver- 
bindung der Stützenköpfe. Es sind also keine beweg- 
lichen Auflager vorhanden, sondern der auf die Längs- 
wand treffende Winddruck wird durch die Trägerunter- 
gurte auf die drei Stützenreihen verteilt, und das System 
wird zweifach statisch unbestimmt. Nur die im Grund- 
ril (Bild 1) mit A, C, und A, C, bezeichneten Parallel- 
träger sind in der Mitte nicht auf Stützen gelagert, 
sondern auf einem in der Stützenreihe B liegenden, die 
Stützen ersetzenden, trapezförmig gegliederten Unterzug 
von 36 m Spannweite, der in Bild 6 rechts erkennbar ist. 
Ein ähnlicher Unterzug von nur 24 m Stützweite und 
dreieckförmig liegt an Stelle der Stütze D. in der Wand 
der langen Z-Halle, Aus Bild 6 ist ferner zu erkennen, 
daß der durch die ganze Halle laufende Parallelträger 
der Kranbahn in dem 36m weit gespannten Felde durch 
eine parabelförmige Vieleckunterspannung verstärkt wor- 
den ist. Die Beweglichkeit des einen Auflagers ließ 
sich trotz der großen Stützweite mit Langlöchern und 
Schrauben erreichen, da in der geschlossenen Halle 
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Bild 9. 
Verschiebbare Verbindung des Kranträgerobergurtes mit 
dem Untergurt des darüberliegenden Trapezträgers. 


nicht mit starken Wärmeschwankungen zu rechnen ist. Bild 8 
zeigt das feste Auflager des 36,0 m weit gespannten Kranträgers ! 
auf Stütze B, mit der Höherführung derselben zur Aufnahme 
des obenliegenden Trapezträgers, Bild 9 die verschiebbare 
Verbindung des Kranträgerobergurtes mit dem Untergurt des 
darüberliegenden Trapezträgers, 


Bild 3 


Kragstütze, 


Zur Aufnahme der Windkräfte und zugleich der Bremskräfte aus den 
Kranbahnen sind, wie Bild 1 zeigt, einzelne Felder zwischen den Stützen 
durch Kreuzverbände ausgesteift, 
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Bild 7, Stütze der Stützenreihe A. 


Dehnungsiugen sind an jeder vierten Stütze, also in 4% 
Abstand angeordnet. Sie sind in Bild 1 mit F bezeichnet, 

Die Umstände bedingten es, daß die gesamte Konstruktion aus 
Profilen hergestellt werden mußte, die schnell greifbar waren, So ergaben 
sich z. T. Ausbildungen, die bei einer flüssigen Werkstofibeschaffung nicht 
angewendet worden wären. Trotz dieser Schwierigkeiten zeigt die 
Gesamtdurchbildung der Bauwerke ein ruhiges und zeitgemäßes Aussehen, 

Entwurf, Ausführung und Montage erfolgte durch die Stahlbau-Anstalt 
der Donnersmarckhütte in Hindenburg Oz, 


* 12,0 = 48,0 m 
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Alle Rechte 
vorbehalten, 


Das Spannungsproblem der achsensymmetrisch belasteten dicken Kugelschale. 


Von Dozent Dr. Miloslav Hampl, Prag. 


Bezeichnungen: 

y spez. Gewicht der Schale, 

r, 9, p Kugelkoordinaten mit dem Ursprung im Mittelpunkt der 
Kugelschale (Bild 1), 

d Komplement der geographischen Breite, 

p geographische Länge von einem festen Meridian gemessen, 

a innerer Radius der Kugelschale, 

b äußerer Radius der Kugelschale, 

b 


— Radius der mittleren Kugelfläche, 


halbe Dicke der Schale, 


rr, A, gg Normalspannungen (Bild 2), 

rd rg» He Schubspannungen, 

Komponenten des Verschiebungsvektors u, 
epp ea Bug 
ES E \ Verzerrungen, 
Erp Epp Daip Í 
Volumdilatation, 


2 m= curl u Verschiebungsrotor, 
En f E 


aik ne robei 
eo) FREE PEES 
E Elastizitätsmodul des Schalenmaterials, 
- Poissonsche Zahl, 
b b b 
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a Ei 

To N, G, Zugkraft, Schubkraft und Biegungsmoment für ein Stück 
eines Parallelschnittes von der Länge 1 «Bild 3), 
Ta, G, die entsprechenden Größen für den Meridianschnitt. 


Die Spannungsgleichungen mit Berücksichtigung des Eigengewichtes 
der Schale lauten (Love, S. 91): 


drr 1 ar 1 m == Fe ee 
— + h2 rr— E + rD ctg?)—y.cos I—0 
ele 7'739 de r Gert g9) y.co 
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— + — -— (9 rp) ctg O 4-370] + yesin t= 0. 
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Aus diesen Gleichungen kann man leicht die Gleichgewichtsgleichungen 
für die Kräfte 7, 7,, N und für die Biegungsmomente G,, G, ableiten, 
indem man 1. die erste Gleichung mit z? dr, 2. die zweite mit dr und 
3. die zweite mit dr multipliziert und dann von =a bis r =b inte- 


griert. Es ergibt sich nacheinander: 
er 1 d N 1 ~p 
E EE E . sin 9) = 2 pp? 
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1.7 bt — at 
—/r?r H + = G 
| a 4R 3 
(Die letzte Gleichung wurde mit Hilfe der vorübergehenden vereinfacht.) 
Dabei bedeutet z, B, "mr ch =b? Fr, OT worin Fr, bzw. rr, 


KA sin, 


die Werte der Normalspannung rr für r=b bzw, r—a, also auf der 
äußeren bzw. inneren Kugelfläche darstellen. 

In der Momentengleichung der technischen (eindimensionalen) Theorie, 
die der Gleichung (5,) entspricht, steht auf der rechten Seite Null. Der 
Unterschied zwischen der zwei- und eindimensionalen Theorie entsteht 
insbesondere, wenn in der äußeren Belastung Schubkräfte auftreten, wie 
es z, B, bei einer Belastung durch Schnee der Fall ist. 


Die positiven Biegungsmomente vergrößern den Krümmungsradius. 

Unter der Voraussetzung einer achsensymmetrischen Belastung der 
Kugelschale hängt keine der veränderlichen Größen vom Azimut o ab, 
so daß sowohl die Schubspannungen rg=9y=0 als auch die Ver- 
zerrungen e, p= Eg p = Ô sind und weiter u, =Ù ist. 

Dann vereinfachen sich die Gleichungen für die Verzerrungen wie 
folgt (siehe Love, Theory of Elasticity, 1927, S. 56): 
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Die Volumsdilatation ist dann 
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und die e-komponcnte des Verschiebungsrotors beträgt 
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Bild 4, 


Durch Elimination von 7, aus den Gleichungen (5,) und (5) bekommt 


man durch Integration und mit Einführung der Funktion 
| F(9)= C + = e (b3 — a”) cos A 


(6) | 
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die folgende Gleichung für die Zugkraft im Breitenschnitt 


TEF F (9) 
(7,) Ti =N ctg 4 + R -sinz 
und aus Gleichung (5,) die Zugkraft im Meridianschnitt 


dN F (9) UNE 1 a e 

Eh Bee ee EE 
Diese Gleichungen entsprechen den bekannten Gleichungen der Love- 
Meißnerschen (eindimensionalen) Theorie der dünnen Schalen (siehe 
z.B. Bolle, Festigkeitsberechnung von Kugelschalen; A. u. L. Föppl, 
Drang und Zwang, Il. Bd.; Pöschl, Berechnung von Behältern; Ekström, 
Studien über dünne Schalen; Flügge, Statik und Dynamik der Schalen). 

Die Beziehungen zwischen den Spannungen und Verzerrungen kann 
man auf folgende Weise schreiben (Love, S. 102): 


| rt sl JI ER ZE P= -2 u lggs gp—AJs+2ue 


(8) \ 


if p 
r?= ye, g. 


Setzt man dies in die Gleichungen (4) ein, so gehen die Spannungs- 
gleichungen in die folgenden über: 


a 1 ol: sind 
+2 Aug WEBSEITE 
(9) or r» Sin A DI 
$ 1 DA I d(r 2y) s 
ER: „IT LN I — T e S D 
| LU T DN r H Ah # r d t TN sin 
Die Gleichung (9,) wird identisch erfüllt sein, wenn 
In Bro ah y(l+») A 
= . — und @,=— —_ — — resin? 
(10) = per Se r Dy 39 JE resin 


ist, und die Gleichung (9,), wenn die vorläufig beliebige Funktion 2 (r, A) 
der folgenden Laplaceschen Differentialgleichung genügt: 

oi 2 À 3 . D\ 

ob `, gë 1 d ann - ln 


11) ES - Ga 
(11) $ ar "7 or rä, sin ® o 


DI) 
Die Gleichung (3) kann nach Einführung von Gleichung (10) mit Hilfe 
einer neuen Funktion y (r, 9) identisch erfüllt werden, indem wir 
ER A Ce PR l ax 
2 — ZZ 2r ø— - -r?.cosY% und u, = — : — 
(12) u, Ti r2r E r c I y A 
schreiben, 
Nach Einsetzung von diesen Ausdrücken in Gleichung (2) ergibt sich 
mit Gleichung (10) für die Funktion y folgende Beziehung: 
i 1 or 4y(l-+») 
Re . = b 
5 La dr = E 
Man sieht, daß ® nach Gleichung (11) eine harmonische und % 
nach den Gleichungen (11) und (13) eine biharmonische Funktion ist, 
weil 74,—0 ist. Die Lösung des ganzen Problems ist somit auf die 


Lösung der Gleichungen (11) und (13) übergeführt, denn durch die Funk- 
tionen & und y sind sowohl die Verschiebungen als auch die Spannungen 
bestimmt; die ersteren durch Gleichung (12) und die letzteren können in 
ähnlicher Weise durch Gleichung (8) ausgedrückt werden, Es ergibt sich: 


tr: Cosi, 


(13) 


LA mn es o dy 2—v 2y(l-+») 
1 . rr IA , K3 H Fe? ei 
E rr ar (är t er rp r= COS Ch, 
l+» SS 1 Sr) dx w or 
e nu VV e P? a 92 r dr i—y dr 
L 3 Se recos, 
(14) lpr — U dz ctg D SE fi D Dr” 
ee v (Oms - H kb í + H + D 
E i nä D? aa l—r or 
H gi 
2 p “i CA d DEER 
l+# -3 d Ib og % zl ka - 
ur Ras pe | 4 ste Sin Oh. 
E } Se? E Ir 1 d t JE resini 


Es handelt sich jetzt also um die Bestimmung der Funktionen 2 
und y das heißt um die Lösung der Gleichungen (11) und (13) und um 
Erfüllung der Randbedingungen. 

Die harmonische Funktion & schreiben wir in bekannter Weise: 


(15) B=E[C,ar"+ ar) 0) 
bi 


wobei Cia Cza Integrationskonstante sind, x vorläufig eine unbestimmte 
reelle oder imaginäre Zahl bedeutet, und die Funktion P,(9) einer 
Legendreschen Differentialgleichung genügt, und zwar 

d 
dl 
Von der Funktion y setzen wir voraus, daß sie sich, ähnlich wie 2, in 
Form einer Summe von Produkten F, (o P, (9) schreiben läßt. 


(16) Py -sin 9) + æ (x + 1) Pae sin t= 0. 


Für F, (r) bekommen wir aus der Gleichung (13) vorläufig ohne das 
Glied mit y die Differentialgleichung: 


CRT 2 ; æ (æ SS 1) æ o% +1 
eeh e Fe SE Dar F E) 
o, kai o 
ër ech 
pi < d 5 1 3 
als deren allgemeines Integral sich (tür alle Werte von ot 3'737 


a ee Er Mar ER AL N BER gek 
ergibt, wobei 


det äer 


(18) 


und CG Eis neue Integrationskonstanten sind. 


Ae es 


Dem Gliede $ ‚ut ”) pre cos A entspricht speziell die Funktion 
PA EO areas 
(19) HEigengew "SE" r? . cos v, 


Da cos = P, (9) ist, können wir allgemein 


2y(l+» 
(20) vn big P tit EE. Ap O 
X & bi BE 
schreiben, wobei y eine vorläufig unbestimmte Funktion bedeutet, die 


in der J noch nicht enthalten ist und nicht von a abhängt, 
bh 


An dieser Stelle wäre zu bemerken, daß mit der durch Gleichung (20) 
gegebenen Funktion y bei Fortlassung des Gliedes ~ die Randbedingungen 
an der Kugelfläche, wie wir später sehen werden, nicht zu erfüllen sind. 
Etwas Ähnliches findet man beim Problem der Spannungsermittlung im 
Kreisringsektor, das Posch) (ZAMM, 1929) ohne Einführung einer dem 
Gliede y entsprechenden Funktion zu lösen versuchte. 

Die Randbedingungen, welche durch die Belastung und Auflagerung 
der Schale bestimmt sind, sind von zweierlei Art: 

1, Die Belastung der Kugelwände: An der äußeren (r— b) und inneren 
(r= a) Oberfläche sind die Normalspannungen rr,, vr, und die Schub- 
Spannungen riy rp also vier Bedingungen, gegeben. 

2. Die Auflagerung der Schale in den Kegelrändern =, F = J 
ergibt wieder vier unabhängige Bedingungen, da die sechs Randwerte, 
nämlich 

zwei Normalkräfte Tio Tii 
1o ist der Wert von 7, für = J, usw.), 
„ Schubkräfte AN, N, und 
„  Biegungsmomente Gjo Uu 
durch zwei Gleichgewichtsbedingungen miteinander verbunden sind. 

Dementsprechend kann man die Funktion 2 und y in zwei Teile zer- 

legen, und zwar; 

dh Dy +2, und y Ss Ze Fo gx 
Die Funktionen mit Index p bezeichnen wir als die Partikularlösung 
des Problems (zu Unrecht auch Membranlösung genannt). Sie sollen 
der Belastung der Kugelwände, aber nicht den allgemeinen Auflager- 
bedingungen genügen. 

Die Funktionen mit Index A — die wir als homogene Lösung be- 
zeichnen — hängen dagegen nicht von der Belastung der Kugelwände 
ab, dagegen können sie die Auflagerbedingungen der Kugelschale erfüllen. 


L Die Partikularlösung. 
Wir werden uns vorläufig nur mit der Partikularlösung befassen, 
Wir setzen voraus, daß die äußere Belastung der Kugelwände sich 
in Reihen entwickeln läßt, und zwar die Normalspannungen rn, und Fr 
nach den zonalen Kugelfunktionen Py (9) und die Schubspannungen rg, 
und rä, nach den zugeordneten Kugelfunktionen D. (W), wobei 


zez 1,2,3... ist. Wir setzen also voraus, daß im allgemeinen: 
DI H 


— 


me  P eP o= 2 Wis Pë 
(21) | " säi e E EE 
rä, 5 WG, BJ Zëss E u 
%=1,2... =), 
gilt. 


Drücken wir jetzt die Gleichungen (14) und (14,) mit Hilfe der 
Gleichungen (15) und (20) (bei vorläufiger Fortlassung von y) aus, setzen 
ferner r—=a bzw. r—b ein und vergleichen die so erhaltenen Reihen 
mit Gleichung (21), dann bekommen wir für jedes æ ein System von 
vier linearen Gleichungen für die Konstanten Cy: 
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Für jeden ganzzahligen Wert x bekommen wir folgende Gleichungen: 


Cix fixa E Cag ban re als Daag "` 
H- (x -+ 1) (œ -4 2) eet +’ ER 
& H La 5 
Maas Ani = dr 
(22) d Bm. = 
ise Fox a — NG, war 
E+) Gaam 
x E 
Cixgia b H.. =e Ba 
Darin bedeutet 
í T CH 1 
hem- mata) + zug 4 
x [ 1 
= a PETE 
, ham gai an A | 
(23) 4 
fer url Zu æ tU 
O = — 1 I l ET? 
| ST a] A ET 


Es läßt sich beweisen, daß für jeden ganzzahligen Wert œ|- 1 die Deter- 
minante des obigen Gleichungssystems =, Lo ist, daß also alle Kon- 
stanten Cy eindeutig bestimmt sind. Wenn z. B. die rechten Seiten aller 
‚ Gleichungen Null sind, sind ebenfalls alle Konstanten C) = C} a = C3 x 
= 
Der Fall x—=1 muß gesondert behandelt werden. Wählen wir die 
Funktion y nach Gleichung (20), vorläufig jedoch ohne das Glied y, so 
erhalten wir für die Konstanten C, _;, lineare Gleichungen, die voll- 
kommen den Gleichungen (22) für «—=1 entsprechen, nur daß auf die 
rechte Seite noch Glieder hinzutreten, die vom Eigengewicht der Schale 
herrühren. Wie aber aus den Gleichungen (22) ersichtlich, ist die Kon- 
stante C} in allen vier Gleichungen mit dem Beiwert (x — 1) verbunden, 
so daß für «==1 C}, herausfällt und die vier Gleichungen dann bloß 


drei Unbekannte enthalten. Im allgemeinen können diese vier Gleichungen 
im Widerspruch stehen, so dat sich daraus dann die Unbekannten nicht 
ermitteln lassen, Daraus kann gefolgert werden, daß der Ausdruck für y 
ohne y nicht allgemein genug ist, um allen Belastungsbedingungen der 
Kugelwände zu genügen. Die Konstante C,,„, die für =]1 aus den 
Gleichungen herausfällt, "P,(9) in Glei- 
chung (20) für y. 

Diese Schwierigkeit kann durch Einführung einer neuen Funktion y 
überwunden werden. Diese Funktion lautet: 


entspricht der Funktion C} yr 


d 


Li Ye: (9) ` 


y= C. lim 
GEM 


Diese Partikularlösung habe ich in meiner in den „Wiener Monatsheften 
für Math. u. Phys." “198 30), S. 215, erschienenen Arbeit als „hemisphärische* 


bezeichnet, Wie dort angegeben ist, lautet die Lösung 
R r [ + cos A 
| y=C r- log z` cos CT, CG — cos # — cos» (og h 
H 
(24) 4 1 
| r P S d ES Géi 
+C À r» log z cos Okri cosi + cos «log m j 


Wenn die Schale nicht den Nordpol (9 = 0) enthält, ist C= 0, 
wenn die Schale nicht den Südpol (9 = x) enthält, ist C= 0. 


Wenn wir uns weiter auf den Fall einer schweren, oben geschlossenen 
Kuppel, auf deren _kugelige Wände keine Belastung wirkt, beschränken, 


dann sind Fr, dra = > 0, also nach Gleichung (22) alle 


re 


e +ı= 0; weiter ist auch LG —(), und die Partikularlösung des Problems 


lautet dann 
| D, —(C, Den Gesi cos A, 
ner l- Ası CG + Cart Cur’) cost 2 
(25 U og A 
(29) ie -= ch: log 7 »cos#—r |1 — cos # — cos «log E 
2 Go La 5. ` 
È, 
SE ri, cos 
wobei 
3— Hi 3—4: 
Ai ze K ist. 
3 5(1— v»)? ai 2(1—») 


Mit diesen Funktionen Da und Xp bekommt man nach Gleichung (14): 


1 p — f2 (EES s Zë CH se sl 
gt car ee et, Cr 
, 2(1+ 
-+ By SE Or / = eyr COs P, 
ECHO E ri 5E 
= RE k Ai 8 23 r =f 
r eg Bu SE 
ee ee] a 
| H3 Cyr’ FERN 0E r- sini 


Für r= a bzw. r= b sollen die rechten Seiten der Re ver- 
schwinden, wodurch wir vier Gleichungen erhalten, aus denen die 


Konstanten Cip Gan, C und Cy, zu bestimmen sind, 


Ëss SS 1 +5ab(b +a}. GE , 
C =— U E -ab(b -+ oi, 
27 E 
E) WER 2 
C=—- ER 3 —(b’+ab-+ a), 
EN (L a)y D paih 1 92 (i a? 
| ISBN TRATEN ee: 


Die Konstante C}; bleibt vorläufig unbestimmt, Sie kommt in keinem 
der Ausdrücke für die Spannungen vor, dagegen ist sie in den Ver- 
schiebungen z,, ug enthalten. Es läßt sich zeigen, daß C}; einer vertikalen 
Verschiebung der ganzen Kugelschale entspricht. 

Nach Gleichung (14) können wir jetzt auch FF und pp ausdrücken., 
Wenn wir unsere zweidimensionale Methode mit der technischen (ein- 
dimensionalen) vergleichen wollen, genügt es, nur die Schubkraft N und 
das Biegungsmoment G, zu berechnen und dann nach Gleichung (7) die 
Normalkräfte 7, 7, und nach Gleichung (5,) das Moment G, zu bestimmen. 
Dabei ist zu beachten, daß gemäß der Voraussetzung rra — EE = FF, 

sw —( ist und die Konstante C in Gleichung (6) aus der Bedingung 


zu bestimmen ist, daß bei oben geschlossener Schale die Kräfte 7}, T, 
für 4—0 einen endlichen Wert haben müssen; es muß also F(0)= 0 


sein. Nach Gleichung (6) ist dann 
F(= — cpi i (bè — a”) (1 — cos 9), 
Gemäß der Definition ist 
b 
l+» l+» (— 

sr RN = [ra $ 

E Ri SJ rdr, 
ad 


und nach Gleichung (26,) sowie nach Einführung der Konstanten aus 


den Gleichungen (27) ergibt sich: 


D 
(28) N= 2 sin A 
wobei 
B 1—2# b 2 3 
— — >. z or u a Aal 
er | = sun ab (b -+ a) log : | 5 (b8 — a?) 
Sch 5 (b? — a?) (bë — a?) 
| ae aha ai hop 
Für dünne Schalen vereinfacht sich B auf: 
D 7 A8 
H 2 h? l 15 R? 
i shy de S . ` 
BX 3 S 5 R En SES D 
pE MARE 
ht WE 
wenn man Ri neben 2 vernachlässigt, 
Oder E A 
BS 3 1 p’ 


Rl h? 
wenn man bereits Rz 


Aus der eindimensionalen (technischen) 
Ekström, S. 34) ergibt sich; 


neben 1 vernachlässigt. 


Theorie (Bolle, S. 23; 


2 KEEN 1 
> — s hË ae — D 
(29) Be EE e It 
E 
Also 
f (2 SZ / A 
SE 2% I Te 08 & 1,48) . 
Biechn +» \ Biechn 
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Die Kräfte 7,, T, bestimmt man aus den Gleichungen (7): 


D 3 
Berne See SÉ 2 SS —2yRh- I — 
(30,) 3 R 1+ cos & 1-+ cos? 
2 | R h3 ( i Kë a 2 d 
EE ee 
B el b — a’ | 1 e 
EE R EE Ke \l+cos# — cos 9) 
e l ) 2 A3 f H 
S 2y — cos Al + e | 
ey; Si vn) 1 + cos? vi ) dck ag | 1+cose ' 
9 
| + cos Ý + ES g 7 cos s). 


Diese Werte weichen bei der technischen Methode erst in den Gliedern 
h? 
mit — ab. 


R 


Zur Bestimmung der Momente G,, G, braucht man nur noch 
D 
J Oärädr zu kennen; dann ist nach Gleichung (D) 
a 
s = 1 S 
Gi = G= gry h: l , COS A. 
2 Sege 
Nach der technischen Methode beträgt; 
I 
S Jee KE 
Gi techn — O2 techn — 37 hè. IS "cos d. 


Daraus kann man die Hauptspannungen d, d an der Oberfläche r= a, 
r= b nach der Gleichung: 


2h 2 Ah: 
KI $ 
(50) | d IC 
/ DE E 
bestimmen, 


Das obere (untere) Vorzeichen bezieht sich auf die innere (äußere) 
Oberfläche der Kugel. ? 

Mit Hilfe von Gleichung (27) können wir nach Gleichung (12) die 
Verschiebungen t,» u; ausdrücken. 

Wenn wir uns auf die Bestimmung des Deformationszustandes der 
Mittelkugel r= R beschränken, genügt es, die Werte U, = (HR und 
U= Ich =R nach Gleichung (12) zu berechnen. Neben diesen Ver- 
schiebungen führen wir noch den Verdrehungswinkel der Normalen infolge 
der Formänderung ein, und zwar: 
dU, ) 


e 1 


Führen wir statt der vorläufig unbestimmten Konstanten C,, eine neue 
Konstante X ein, damit die Ausdrücke für U, und Uy einfacher werden, 


so erhalten wir: 


U,=—K-cos#--(l+») li |- z si 


sl — cos 9. log (1 + cos ON — 
| yR: ; 2—9 p +8 h? 
š MN cos D 2 T ON é = 


E 


U= K. sin 


Li ops +log(l-- eos Di 


el A 2— Ivy +r? h? 
EI R? 


Die Ausdrücke für die Verschiebungen U, und U, stimmen mit den 
entsprechenden Ausdrücken der technischen Methode in den Gliedern 
höchster Ordnung überein, 

Für die Praxis ist allerdings das wichtigste, ob die größte Be- 
anspruchung der Wirklichkeit entspricht, Und da zeigt es sich, daß für 
die Partikularlösung die Werte a, bzw. os nach Gleichung GOU) auf der 
inneren oder der äußeren Oberfläche der Kugel nur wenig verschieden 


von den wirklichen Werten 99 KR; dn, bzw, Phas E sind, Zum Ver- 
gleich seien hier die Ausdrücke für die Spannungen Fy, ee EH oh 
angeführt. 
Darin bedeutet: 
?, den Spannungswert für r= b, 
yui p u 
ah s 3G, $ 
IB Zb 2h? 


wobei die Werte T," und G,! nach der zweidimensionalen Theorie 
Gleichung (30) bestimmt sind, 

N Pe Ea Se 3 o 

DEES 

wobei 7}! und G,! nach der eindimensionalen (technischen) Theorie be- 
stimmt sind, und schließlich bedeutet of die sogenannte Membran- 
spannung, errechnet aus den statischen Gleichungen des Gleichgewichts 
bei Vernachlässigung der Schubspannungen und der Biegemomente. 


Die Glieder von der Ordnung vernachlässigen wir ebenfalls der 


a 


Einfachheit halber. Die Ausdrücke für die Spannungen lauten also 


— yR 9 1 
DI, = uM —yh —— CoS d ‚ 
a: Liens 77 |5(l—») j 1 -+ cos w | 
1 yR 2 
O; p = — / -y Den e COS d, 
15 l+tcos® Te 
D yR PR Re 
oe leos? 7 ws Lä E 
A8 yR 
jfa 
2 1 -+ cos? 
In ähnlicher Weise folgt 
| N 
py = y h — cos gd — 
y T Ss 1-+ cos # e 
h S cos (kb cos d L 
m nee r 
re Sa ; TE TTE, 
1 
da, =Y. — cos P] — y h» -cos Ah, 
dt yR ( 1 + cos # = ) ” ers 
N ii 1 KE 
hy =y R -— cos I| —y h -cos A, 
20} deg cos Ah ) l= 
d 1 
EE | — CO a 4 
S Los 
Bezeichnet man den relativen Fehler in Prozenten mit 
TF d py —— fo 
= 100. DE er, dð, = 100. = RT 
TA, CH 
d Py p 7 b 
` cO h m r ch € r 2 
dann bekommt man z.B. für R = 0,05, + = 0,3 für 0 und 2 = 5 
die folgenden Werte: G 
9 D Il — a! Al CS A A7 Ges A 
0 — 6,3%], - 10%, 17,3%, 
vg Se eh e Op ant 
5 5,30, 5,30), 5,3%, 
Die Spannungen für = 5 sind größer als jene für #—0, die ent- 


Wir daß für 


0,05 die Partikularspannungen der technischen Methode wie auch 


sprechenden Fehler dagegen umgekehrt. können sagen, 


h 


die Membranspannungen genügend genau den wirklichen gleich sind. 

E: > F REN, 

Die Fehler ð sind annähernd proportional dem Verhältnis R` 
Il. Die homogene Lösung. 

Wir suchen jetzt eine solche Funktion d, bzw. zu, die von ge Be- 
lastung der Kugelwände unabhängig ist, jedoch den Auflagerbedingungen 
genügen soll, 

Wenn wir uns wieder auf die Produktform F, (HP, ei) beschränken, 


so muß der Index x so gewählt sein, daß die Spannungen Fr, rä auf der 
äußeren (r=b) und inneren (r = a) Kugelfläche verschwinden. Wollen 
wir eine nicht triviale Lösung bekommen, dann muß x die Gleichung 
A, = 0 erfüllen, wobei A, die Determinante der jetzt homogenen linearen 
Gleichungen (22) für die vier Konstanten C, bedeutet. Wegen der Homo- 
genität der Gleichungen können wir die vier Konstanten GC. durch eine 
einzige ausdrücken. 
Wir bekommen für x die folgende transzendente Gleichung: 


y 2+1 20-41 72 
d 2 Sch 2 
GN. kt 
(83) | b ie 1 
a a, 
D as 1)? oe 4 (1— +?) 4 La? Es x) (x? + x — 2) i 
m 4 (2 w b 1 (1—12) + (x? + x) (x? 4- x — 2) 


Zur Lösung dieser Gleichung ist zunächst folgendes zu bemerken: 
Die Gleichung (33) entspricht der Gleichung /, = 0 nur in dem Falle, 
wenn aF Cake? ist, 
die Gleichung (17) nicht das allgemeine Integral der Differentialgleichung für 
F,(r) vor, weil einige partikuläre Integrale, aus denen Fy (r) zusammen- 


für w = z} 


Denn für diese drei Ausnahmewerte von « stellt 


gestellt ist, voneinander linear abhängen (z B. 7* und „+1 
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Man müßte also für diese drei Fälle die Integrale F, (r) richtig angeben 

und dementsprechend auch die Gleichungen (22) verändern. Die Deter- 

minanten, die diesen korrigierten Gleichungen entsprechen, sind — wie 

man leicht beweisen könnte — aber sämtlich +0, und darum sind die 
N e 

Werte «= + = 

um die homogene Lösung zu bekommen. Bei der Lösung der Gleichung (33) 


o Nicht die Eigenwerte, die wir suchen und brauchen, 


o a : l : 
müssen wir also die Wurzeln x = Li, ausschließen, 


9 2 
Dann kann man die Gleichung (33) mit Hilfe von Reihenentwicklungen 
lösen, wenn man 


9 


setzt, wobei 


J 
/ b 
SE log $ und für # den folgenden Ansatz macht: 


(34) ET OR E EE 
Man entwickelt jetzt beide Seiten der Gleichung (33) nach wachsenden 


Potenzen von z. Es ist z.B, 
2x +1 2841 Ae H 
d'Ae" p pami jz g? 22 

Nach Einsetzen und Ordnen der Glieder bekommt man: 

B?z° pren $ 2 

ES: 3! ji 5! Klee 64(1— v?) 22 (82 — z3) 
ET al Terz 
les st 


Nach Durchführung der Operationen und Einführung von 8= Sa Jl & 2? 


+ az*+ ... erhält man für die Beiwerte d. 
Bt=—4A, wobei A= Wall — Aë, 
also 1. = zb AL Ska 
EC 1 j 
2. = — At 
a Ph Le 5 5 j 
E GOS } 13 m D 
3 Pa = a0 ( ERC Se EA ) usw. 
Wenn man EE — bezeichnet, dann ist für »< 1 
b+a R 
d b La / s? ci ) 
ai = = log — He ! 4 
z log, log == 2 as | vr) 
also 
1 f 1 | 5 
Ee EE EC ge 
1 1 A Late l 
(35) ES SI | v2, D 2 Pe (1a— dl 3 "Bath | 
1 A 
=; —[I Het Il Buet bei d 
ges 
wobei 
5 1 ` 
EE DEER 
1 668 19 7 
«At 4 e is è 
Ry 2 HOER et es) Si 
Für a = 0,3 ist Æ, = 0,0477 
k = — 0,006 43, also sehr klein. 
Bei dementsprechender Vernachlässigung folgt 
aen re A KS 
(Dan ge j2» (14). 


Nach der Love-Meißnerschen (technischen) Theorie der dünnen Kugel- 
Schale kommt man zur folgenden homogenen Differentialgleichung; 
L(N)EiuN—(, 
wobei 


L(N)=N" + N' «ctg #— N. ctg? d 


und weiter nach unserer Bezeichnung u = A8, — bedeutet. 


Dieser Gleichung genügt die Funktion N=P,'(P) mit passend ge- 
wähltem «. 

Für P, (9) gilt 

DI, sind -| 

also nach Differentiation 
PX «sind 4 2P" acos i -j (a? + &—1)P,'-sin®-+a(& + ID cos äi UL 

Setzen wir 

N’ = P; (9) =— BI, ctg 9 — a (x +1) Py 


P' scos D + a(x + 1) Py- sin? = 0, 


und 
AE pi (9) = BJ D 7 ctg? D — ai 9 | 1] La (x 4 1) D. r- ctg F 


in die Differentialgleichung ein, dann ergibt sich 
L(N) z Å u N =— Pg (a? Bä x —l)+iu E 
Die Differentialgleichung wird also erfüllt, wenn æ der folgenden 


charakteristischen Gleichung genügt: 


also wenn 


1 GE H 
Zebra: el EE 
oder weiter 


l n rA SS Su Ié [aM 28 Sa 
=— E A — p -- -L = E - + — d 
g dl all Eti 7) : el STI Gi 


Für kleines e ist angenähert 
1 
- A [i+ 


Sr e (2: 


A r 5 | 
I EE 


Der Unterschied zwischen den Werten von x aus der zweidimen- 
sionalen (Gl, 35) und der technischen Methode (Gl. 36) kommt erst in den 
Beiwerten von z, wie man leicht ersehen kann, zum Ausdruck. 


5 Wm = - z : ; 5 
SA 5 A? = 0,0477 hat jetzt e den Beiwert k,’ — Ce 


(36) 


g = — 


Statt ki = 
— TS, 

Bei kleinem æ ist auch dieser Unterschied vernachlässigbar. 

Die Legendresche Differentialgleichung für D. (9), wobei 


1 A, e 
EE WE 
lautet jetzt: 
d 1 Ai 
sin) — ti: e sin Ob = 0, 
FR; (Px + sin A) LG Ve: ) P, sin A0 


D a Per, Oh D e D D o 
Durch Einführung von x = sin? — geht diese Gleichung in die 


hypergeometrische über: 


Be" dP 


x(— x) Ce — (1—2 x) zen ei 


SA (st 

dr E t D g 

welche in der Umgebung von x=Ù oder #—0 zwei komplexe partikuläre 
Integrale hat (wobei F die hypergeometrische Reihe bezeichnet): 

A A 


Ji l er PNA 
1. cl T j2 See TEF 0Æ&ġ, 1 sin?- z=% ZE 


A 


0i, 


rA 


Ka p sw 
EA 


OH me P Si IO 
2. F| sa] log sint e t d te 2 | sine. 5 -P (sin. o 


2 4 D 2 


\ 


o : : ` - 
wobei % Linz, 5 eine unendliche Potenzreihe bedeutet, Diese Funktionen 


entsprechen den Kegelfunktionen eines Potentialproblems. Durch das 
Einsetzen der komplexen Wurzel æ in die Gleichung (17) ergibt sich eine 
komplexe Funktion von z. Sie enthält vier Konstanten Cy, Diese sind 
durch vier homogene lineare Gleichungen!) verbunden, also nur eine 
multiplikative Konstante bleibt unbestimmt. Die komplexe Funktion von r, 
die mit dieser Konstante multipliziert ist, bezeichnen wir mit deutschen 
Buchstaben N, + iR, Dann ergibt sich die homogene Spannungsfunktion yy 
folgendermaßen: 
yn = Di (R Xa — R Y1) + De Ra Xi + M Yi) + 
+ Di Oti Xa — Ra KAL Di Wa Xa + Ri Ya). 


Die vier Konstanten D kann man aus den Auflagerbedingungen ein- 
deutig bestimmen, 
Die Funktionen X, Y, wachsen für #—=0 ins Unendliche. Also bei | 


einer oben geschlossenen Schale ist D; =D, = 0. 


Zusammenfassung. 

Durch Einführung der hemisphärischen Funktion 7 ist es möglich, 
allen Randbedingungen an der inneren und äußeren Oberfläche der dick- 
wandigen Kugelschale vollkommen zu genügen. Die weiter eingeführte 
„homogene“ Funktion yp erfüllt die Auflagerbedingungen allerdings nur 
summarisch, wie dies bei fast allen technischen Problemen der Elastizitäts- 
theorie üblich ist. 

Der Wert unserer Lösung besteht vor allem darin, zu ermöglichen, 
die Gültigkeitsgrenzen der Theorie der dünnen Kugelschale festzustellen. 

Auch läßt sich durch Einführung entsprechender Funktionen 7 und yp 
die Lösung auf andere dickwandige rotationssymmetrische Schalen er- 
weitern, so daß es auch in anderen Fällen möglich sein wird, die Zulässig- 
keit der technischen Theorie zu überprüfen. 


1) Man bekommt sie aus den Gleichungen (22), wenn man die Glieder 
auf der rechten Seite wegläßt. 
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Alle Rechte vorbehalten. 


Untersuchungen über geschweißte Doppelbleche. 


Von Dr.-Ang. Ernst Klosse VDI, Köthen, 


Die zur Zeit herrschende Rohstoffiknappheit, dann auch das Bestreben, 
das tote Gewicht der Maschinen — vor allem der Fahrzeuge — zu ver- 
ringern, haben zu Versuchen geführt, Elemente der Leichtbauweise zu 
ermitteln. Eine sehr viel versprechende Erfindung in dieser Richtung 
scheint das angemeldete Patent „geschweißte Doppelbleche* zu sein’). 


Bild 1. 
Doppelbleches. 


Schematische Darstellung eines 
Zickzackanordnung. 


Das Wesentliche dieser Erfindung ist die praktische Folgerung aus 
der Tatsache, daß bei Biegung im wesentlichen nur die äußeren Fasern 
beansprucht werden, und daß man daher die mittleren Zonen entweder 
ganz fortlassen oder wenigstens stark verringern kann. Außerlich gesehen 
stellen sich die Doppelbleche als Bleche dar, in die in regelmäßigen Ab- 
ständen Warzen gezogen werden, Von zwei Blechen werden immer 
zwei Warzen gleichzeitig gegeneinander gezogen; diese herausstehenden 
Warzen werden dann auf einer Punktschweißßmaschine verschweißt?). 


REN Eh, EX DE 
D EN ODE 
EE ODE 


Bild 2. Schematische Darstellung eines Doppel- 
bleches, Kettenanordnung, 


Man erzielt also dadurch ein neues Blech, welches aus zwei dünnen 
Blechen gebildet wird, die durch Warzen in einem bestimmten Abstand 
gehalten werden. Die Warzen können versetzt sein (hier „Zickzack- 
anordnung“ genannt, s, Bild 1) oder nicht versetzt (hier „Kettenanordnung* 
genannt, s. Bild 2), Die Zickzackanordnung ist die übliche, Die größte 
Bauhöhe wird nur bestimmt durch die Ziehfähigkeit des Werkstoffes; weiter 
können frei gewählt werden die Blechdicke sowie der Abstand der 
Warzen voneinander. Auch der Werkstoff kann frei gewählt werden. Die 
vorliegende Untersuchung soll sich hauptsächlich auf kastengeglühtes 
Tiefziehblech erstrecken, 

Verhalten der Bleche bei statischen Biegeversuchen; 
Da die Bleche ihre größten Vorteile bei Biegebeanspruchungen zeigen, 
soll zunächst über statische Durchbiegungsversuche berichtet werden, 

Durch Vorversuche wurde festgestellt, daß die Breite der Probebleche 
einen gewissen Einfluß hat, und daß größere Breiten eine unverhältnis- 
mäßig größere Tragfähigkeit haben als schmale. Um diesen Einfluß zu- 
nächst auszuschalten, wurden bei den Hauptversuchenbei den verschiedenen 
Stücken die Breite und jeweils in je einer Gruppe die Stützweite unver- 
ändert gehalten. Die Bauhöhe und die Blechdicke wurden aber verändert, 


Bild 3. Schematische Darstellung der Vor- 
richtung für den statischen Biegeversuch. 


Das Blegen geschah auf einer Vorrichtung, wie sie schematisch in Bild 3 dar- 
gestellt wird. Gemessen wurden die Durchbiegung in Abhängigkeit von der 
Belastung bei verschiedenen Belastungen der Bleche und jeweils die Bruch- 
last als größte Last, die das Blech noch tragen konnte, Die Durchbiegungen 


D Anmelder Ze omg. M. v. Tannenberg VDI, Leipzig. 

2) Zur Zeit der Drucklegung sollen Doppelblechplatten in Abmessungen 
1000 » 2000 mm hergestellt werden mit einer Einzelblechdicke bis zu 6 mm; 
die Warzen dieser Bleche werden nicht durch Punktschweißung, sondern 
durch Lichtbogen-Loch-Schweißung verbunden. 


wurden festgelegt durch den Begriff „Steifigkeit“ (kg/mm), worunter das 
Gewicht in kg, welches 1 mm Durchbiegung verursacht, verstanden werden 
soll. Öfters zeigte sich, daß sich die Steifigkeit bei größerer Belastung 
plötzlich auf einen niedrigeren Wert einstellte (Zahlentafel 1), Der 
Grund hierfür liegt wohl in dem Abplatzen eines oder mehrerer Punkte. 


Zahlentaiel 1. Zahlentafel 3. 


Versuchsreihe: Zahlentafel 2. Versuchsreihe: 
DurchbiegungeinesDop- Versuchsreihe: Durchbiegung eines 
pelblechs mit scharf aus- Durchbiegung eines Doppelblechs, Stei- 


geprägter Änderung der Doppelblechs mit ab- figkeit bleibt bis kurz 


Steifigkeit infolge Ab- nehmenden Werten vor dem Bruch nahe- 
platzen je eines Schweiß- der Steifigkeit (Ver- zu unverändert (Aus- 
punktes, formungsbruch). beulungsbruch), 


[Vers, E; 7, a] [Vers, E; 23, a] [Vers. E; 34, a] 


Ki DP \ E Eë K Ki an r 
TEHE EE SECH 
Ka D. Gef Z D2 ne e 1 Dë un. 
kg mm | kg/mm kg mm kg/mm ku mm kg/mm 
50 | 0,22 227 150 1,42 106 
č o y 
Se ae 100 | 0,44 | 227 200 | 1,85 | 108 
120 0'98 122 150 | 0,87 172 250 2,18 115 
140 1.20 117 200 1,09 184 300 | 2,50 | 120 
160 142 113 250 | 1,20 | 208 350 | 2,84 | 123 
180 158 | 18 300 1,53 196 400 | 3,27 123 
200 164 122 350 1,64 214 450 | 3,59 | 125 
220 196 112 400 1,96 | 204 500 4,04 124 
240 2.07 116 450 | 2,18 | 206 550 4,57 120 
ae k 500 2,40 207 600 5,22 115 
260 | 2,18 | 120 = Se 3 
x ie = 550 | 2,72 | 202 650 Bruch" — 
280 2,29 123 s 
r 9r ? 600 | 2,94 | 204 
300 2,51 120 s > : 
+ St e 650 | 3,37 194 
320 | 2,61 123 rl er 
€ bi 2 y y 
A 750 | 4,13 | 182 
360 | 3,60 | 100 a E 
t š 850 | 5,45 156 
380 | 3,70 | 102 SR baeni ee 
400 | 3,81 | 105 Sn ker 
420 4,04 104 
440 | 4,36 | 101 e l a 
460 4,46 103 Bei Bestimmung der Bruchlast zeigten 
480 4,80 {00 sich folgende typische Erscheinungen: 
500 5,01 98 Fall 1. Verformungsbruch: Der Steifig- 
520 5,25 99 keitswert sinkt von einer bestimmten Be- 
540 5,44 99 lastung an stetig (Zahlentafel 2), In diesen 
560 5,78 100 Fällen ist überhaupt kaum von einer „Bruch- 
last“ zu sprechen, da hier der „Bruch“ ja 
580 8,50 68 nicht plötzlich, sondern mehr schleichend er- 
600 9,05 67 folgt. Der Grund dieser Erscheinung ist ver- 
620 9,60 65 mutlich darin zu sehen, daß die durch die 
640 | 10,70 60 Warzen verformten Blechteile den örtlich auf- 
660 | 10,80 64 tretenden Biegebeanspruchungen der Einzel- 
680 | 11,2 61 bleche langsam nachgeben. Dies tritt in der 
700 |Bruch | — Regel bei dicken Einzelblechen auf, 


Bild 4. Ausbeulungsbruch. 

Fall 2. Ausbeulungsbruch: Der Bruch erfolgt plötzlich durch 
Ausbeulen eines Einzelblechs nach Bild 4 (Zahlentafel 3). 

Fall 3, Unregelmäßiger Bruch: Sobald mehrere Schweißpunkte 
gleichzeitig abplatzen, erfolgt der Bruch völlig unregelmäßig, Proben 
mit solcher Brucherscheinung sind als Proben mit unvermeidbaren Her- 
stellungsfehlern von systematischen Untersuchungen auszuschließen. 

Da Fall A durch Verbesserung der Herstellungsmethoden, Fall 2 
durch besondere konstruktive Maßnahmen — wie später gezeigt ver- 
mieden werden kann, so kann Fall ] als die „natürliche Bruchform" der 
Doppelbleche bezeichnet werden. 
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DER STAHLBAU 
Beilage zur Zeitschrift „Die Bautechnik“ 


Zahlentafel 4, 


Zusammengefaßte Ergebnisse der statischen Durchbiegungsversuche 
Serie D und E. 


Zahlentafel 5. Beurteilung der Doppelbleche 
Serie D und E: Leistungswert in Abhängigkeit 


der Doppelbleche 3 
vom Schlankheitsgrad der Bleche, 


Doppelbleche Serie „D* 200% 700 mm; Stützweite Serie „E“ 200x350 mm; Stützweite Ke Ab- e ri N e 
PP r g Serie D Serie Er 
= 650 mm Į = 300 mm D | messungen | SEA - i 
— -—— ——l— erg — ‘= | = 
| Ab- | Ver- | Errechnete ||Massives Blech | n Ver- Errechnete || Massives Blech | .. | Fa (Ss | er | 
Er messungen || suchswerte Werte d. gl, Steifigkeit ia] 21 suchswerte Werte |d. gl. Steifigkeit | ala SÉ | IA 22 
S SES : Ja TE [5 TEE 8 HERE 
ä e E EN Ge E E sE ES AVRE R aE 
5, N | N SU N N SE r 3 = DI = 17) faa] = Zei 
le el Se CAN KC En ES: S 318 = | nee Be HS Suë ëlsaisgl Sina ll S 
e a Ki S S S vi e IEN S = ER ) r a N v =] 
21 |3181818 181% | 8 Ki EECH ECKE EECH KOCHER E ll 
mm D © {2} e | éi G = v ger Si a ln: = || S Sa > 
| a | a | ER | a SES A Ea E E E o' Leif SV EEE El ne 
Z kt e 210 |) e oo d EE —-- 
Z d mm | mm kg/mm] kg \kg/mm| kg | mm | kg KE [kg/mm kg kg/mm kg mm kg a pe mm mm | | | 
ah b-i c d e f gi h i k Hjem a | 0 SE I: al ole alle i 
e 
a 18 | 1,5 | 44,6 | 542|| 68,5 | 360 9,0 99 || 3,0 | 256 |1150 || 705 | 781| 7,4 4,1 2,5 a 18 1,5 || 116 | 115 | 177 153,5 | 115 | 818 
b| 17 1,5 27,7 | 390 || 65,0 | 343 | Dr: ESS 2,6 | 160 | 775|| 675 |795 || 6,4 35 | 2,1 b 17 1,5 | 119 | 115 | 128 55,0 | 115 | 550 
Cu 16 | 1,0 | 17,9 | 283 || 40,6 | 243 || 6,6 7,3 3,3 | 110 | 675|| 422 |530|| 5,6 3,1 2,5 c 16 1,0 || 122 | 173 | 138 || 56,4 | 173 1719 
di 15 | 1,5 | 33,6 | 445 | 54,8 | 340 | 8,2 9,0 || 2,7 | 172 762|| 557 |740|| 6,5 3,6 || 2,2 d 15 1,5 || 130 | 115 | 145 60,1 | 115 540 
el 15 | 0,5 | 4,2 dÉ | 18,7 | 118 4,1 4,5 || 41 || 22,1 | 200|| 184 |258|| 3,3 1,8 || 3,8 e 15 0,5 | 128 | 345 74 59,2 | 345 425 
H ES ES | 32,4 | 4181| 41,1 | 298 | 8,1 8,9 [2,7 || 141 | 650|| 420 642 || 6,1 3,4 | 2,0 f | 13 1,5 || 150 | 115 | 136 [69,5 | 115 460 
Eu 13 | 1,0 15,5 | 208 || 29,0 | 208 || 6,3 7,0 | 3,2 || 65,4 | 356 || 293 |450|| 4,7 2,6 || 2,4 g || 13 1,0 || 146 | 173 | 102 || 67,8 173 | 380 
h| 13|05| 51 95| 14,1 | 103 | 44 | 48 || 4,4 | 25,4 | 2001| 146 | 2251 3,5 1,9 || 3,5 h 13 | 0,5 || 147 | 345 93 || 68,0 | 345 | 426 
i 12 | 1,0 (15,8 | 202|| 24,2 | 190 || GA 7,0 || 3,2 51,0 | 350| 246 | 411] 4,3 24 ||2,1 i 12 | 1,0 || 160 | 173 99 || 74,0 | 173 | 371 
k| 11 | 05 | 5,65) 59 | 11,3 93 | 4,5 5,0 4,6 || 19,0 | 134| 111 |201 || 3,1 1,7 1 3,1 k 11 0,5 || 168 | 345 58 1177,8| 345 | 285 
Ir 10 | 1,0 112,8 182| 17,9 | 168 || 5,9 6,5 || 3,0 || 43,1 | 290| 182 1365| 4,1 2,3 || 2,0 l 10 | 1,0 || 186 | 173 90 || 86,0 | 173 | 308 
m 8 | 10 9,5 | 122 || 10,9 | 127 5,3 6,0 112,7 130,5 | 273| 111 |277|| 3,7 2,0 || 1,9 m 8 | 1,0 || 238 | 173 60 | 110 | 173 | 291 
n 5 | 0,5 3,0 134,5|| GI 70 || 3,7 4,1 | 3,7 || 11,3 77| 61,5 |154] 2,7 1:5 187 n 8 | 0,5 || 226 | 345 34 1105 | 345 | 164 
Als überschlägige Berechnungsmethode empfehlen sich vorläufig die scheinbar zunächst unerwünschte Tatsache der Werkstoff-Verfestigung 


üblichen elementaren Methoden der Festigkeitslehre, wobei man das 
Trägheitsmoment des Querschnitts in üblicher Weise bestimmt und die 
Blechteile, welche durch die Warzen eingezogen sind, als Verschwächung 
(Löcher) berücksichtigt. Die so errechneten Steiligkeitswerte sind in der 
Regel zu groß, die Bruchlasten in der Regel etwas zu niedrig. 

Es seien als Beispiele hier nur die zusammengefaßten Ergebnisse 
zweier Serien in Zahlentafel 4 wiedergegeben. 

Bei Serie D betrugen die Blechbreite 200 mm, die Stützweite 650 mm, 
bei Serie E betrugen die Blechbreite 200 mm, die Stützweite 300 mm. 

Verhalten der Doppelbleche bei gleichmäßig verteilter 
Last: Es ist naheliegend, die Doppelbleche für das Übertragen von 
gleichmäßig verteilten Lasten zu benützen; sie also z.B, für Behälter- 
wände und ähnlichem zu gebrauchen. Zur Untersuchung des Verhaltens 
bei solcher Belastung wurden Probebehälter aus Blechen mit den äußeren 
Abmessungen 600 x 600 mm nach Bild 5 geschweißt. Bei einem Doppel- 
blechpaar war der durch die Warzen entstehende Zwischenraum mit 
Zement ausgegossen. Alle diese Behälter sollten mit Wasser abgedrückt 
werden, Leider konnten diese Versuche nicht systematisch durchgeführt 
werden, weil sich an den 
bisher zur Verfügung 
stehenden Platten stets 
durch schlechte Punkt- 
schweißung der Warzen 
hervorgerufene Undichtig- 
keiten zeigten, Man wird 
solche Versuche mit bes- 
ser geschweißten Platten 
wiederholen müssen, 

Folgerungen aus den Versuchen: Auf Grund der bisherigen Ver- 
suchsergebnisse lassen sich schon mit einiger Sicherheit einige Regeln 
über die beste Ausführung der Doppelbleche aufstellen. 

1. Die Kettenanordnung ist der Zickzack- 
anordnung unterlegen. Wie unter 2, noch 
näher ausgeführt, sollen die Abstände der 
Warzen voneinander möglichst klein sein, 
Das geht am einfachsten bei der Zickzack- 
anordnung durchzuführen. Sieht man näm- 
lich bei der Kettenanordnung sehr kleine 
Abstände vor, so werden in einer Querreihe, 
welche ja für das Übertragen der Biegungs- 


Bild 5. Schematische Darstellung des 
Probebehälters für den Druckversuch 
an Doppelblechplatten, 


spannung maßgebend ist, einerseits die 
Einzelbleche durch die Warzen stark ge- 
schwächt, andererseits wird der Kräftefluß 


auf die neben den Warzen liegenden Blech- 
teile zusammengedrängt, wodurch sich Span- 
nungsspitzen nicht vermeiden lassen, 

2. Der Abstand der Warzen soll mög- 
lichst klein sein, und zwar aus zwei Gründen! 
Erstens wird die Knicklänge verringert; 
zweitens kann man es bei kleinen Ab- 
ständen erreichen, daß in einer Querreihe 
stets durch das Kaltziehen der Warzen ver- 
festigte Blechteile mit höherer Fließgrenze 
vorhanden sind (Bild 6), Man kann also die 


Bild 6. Ineinandergreifen 

der kaltverfestigten Zonen 

in einer Querreihe bei 
Zickzackanordnung, 


durch das Ziehen der Warzen in günstiger Weise ausnützen. 


3. Die Bauhöhe soll möglichst hoch gewählt werden, so hoch wie ein 
vorliegendes Blech sich werkstattmäßig noch mit Sicherheit ziehen läßt. 

Die Punkte 2 und 3 können in der Beurteilung zusammengefaßt 
werden. Man bestimmt den Schlankheitsgrad des gesamten Bleches (4) 
und den des Teilbleches (UL Bei dem Wert 4 soll als „Knicklänge* die 
Stützweite genommen werden; der Trägheitsradius wird in üblicher Weise 
mit Hilfe des Trägheitsmomentes des ganzen Blechquerschnittes berechnet, 
Bei dem Wert /, ist als „Knicklänge“ die Warzenentiernung (Maß en 
Bild 1) eingesetzt; der Trägheitsradius wird durch das Trägheitsmoment des 
Teilblechs — bezogen auf die Schwerachse des Einzelblechs — berechnet, 
Bildet man nun den Begriff „Leistungswert“, worunter das Verhältnis von 
höchster Bruchlast zu Eigengewicht verstanden werden soll, so zeigt sich, 
daß niedrigen 2- und A Merten hohe Leistungswerte entsprechen (Zahlen- 
tafel 5) Der }-Wert des ganzen Bleches wird im wesentlichen durch 
große Bauhöhe erniedrigt, der ,-Wert des Einzelbleches durch kleine 
Warzenentiernung. 

Bei bestimmten Werkstoff (z. B. St 37) ist die größte Bauhöhe durch 
die Blechdicke gegeben, indem man die Bauhöhe gleich der Tiefung nach 
Erichsen setzt. Es wurde nämlich festgestellt, daß man hier die größte 
Warzenhöhe etwa gleich halber Tiefung setzen kann, da sich große Blechtafeln 
nicht so tief ziehen lassen wie die kleinen Stücke bei Erichsen, Da stets 
zwei Warzen aufeinanderliegen, ist also größte Bauhöhe gleich Tiefung, 
sofern es sich um etwa gleiche Warzendurchmesser handelt wie bei 
Erichsen, Für die verschiedenen Bauhöhen kann man also die Mindest- 
entfernung zwischen den Warzen festlegen, d.h. alle vorgenannten Punkte 
in Abhängigkeit von der Blechdicke angeben, um günstige Verhältnisse 
zu verwirklichen, 

4. Es ist wahrscheinlich, daß eine rhombenförmige Ausbildung der 
Warzen günstiger ist als die bisher nur angewendete runde Warzeniorm 
da bei der Rhombenform die kaltverfestigten Zonen viel weiter ineinander- 
greifen können als bei der runden. 

5. Die Zuverlässigkeit der Punktschweißung muß gegenüber den zur 
Zeit vorliegenden Proben noch verbessert werden. Die bisher festgestellte 
Unsicherheit liegt m. E. daran, daß man bisher die etwa vorhandene 
Zunderschicht vor dem Schweißen nicht entfernt hat. Wenn die Her- 
stellung dieser Bleche in größerem Stile aufgenommen wird, wird es 
notwendig sein, diesen Übelstand dadurch zu vermeiden, daß man die 
Punkte vor dem Schweilprozeß etwas abschleift. Zwischen der Maschine, 
welche in einer Querreihe die Warzen in die Bleche zieht, und der 
Punktschweißmaschine, welche die einzelnen Punkte schweißt, müßte ein 
Schleifband angeordnet werden, welches die Warzen abschleift. 

Verhalten der -Doppelbleche bei dynamischer 
Beanspruchung: Doppelbleche sollen auch in Bauteilen verwendet 
werden, welche dynamischen Beanspruchungen ausgesetzt sind (z. B. im 
Fahrzeugbau). Man kann solche Prüfungen grundsätzlich auf verschiedene 
Weise durchführen. Man biegt das Blech um ein gewisses Maß aus 
seiner Null-Lage (Z.B. mit einem Exzenter) oder man bringt es durch 
Aufsetzen einer exzentrisch umlaufenden Masse in Schwingungen oder 
man führt die Schwingungen durch magnetische Erregungen herbei, 

Das erste Verfahren hat den Nachteil, daß man das Lösen eines der 
vielen Schweißpunkte nicht sofort erkennen kann, Das Lösen eines 
Schweißpunktes bedeutet aber eine Änderung der Eigenschaften des 
ganzen Bleches, Man kann also auf diese Weise das Ende des Versuchs 
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an dem Blech in seinem ursprünglichen Zustande schlecht oder gar 
nicht erkennen, Bei dem zweiten Verfahren würden durch die Befestigung 
der aufgesetzten schwingenden Masse Unsicherheiten in den Versuch 
hineingetragen werden; man kann nicht erkennen, inwieweit die Ergebnisse 
dadurch beeinflußt werden. 


Die magnetische Erregung, die im Rhythmus der Eigenschwingungs- 
zahl des Bleches erfolgen soll, hat den Vorteil, daß sie ohne jede 
örtliche Beeinflussung durch die Versuchseinrichtung arbeitet; jede Ver- 
änderung der Probe, also auch das Lösen eines Schweißpunktes, bedeutet 
eine Änderung der Eigenschwingungszahl des Bleches und damit ein 
Außertrittfallen gegenüber den magnetischen Impulsen, falls diese — was 
vorausgesetzt werden muß — konstant gehalten werden, 

Die prinzipielle Ausführung der Versuche mit magnetischer Erregung 
ist verhältnismäßig einfach, Die Bleche wurden in einem Rahmen an 
den Enden drehbar gelagert. Darunter wurde in der Mitte ein Magnet 
angeordnet, welcher mit Wechselstrom der Frequenz gespeist wurde, 
welche der Eigenschwingungszahl der Probe entsprach, Durch besondere 
Maßnahmen mußte nun die Erregerfrequenz konstant gehalten werden. 
Es wurde folgende Anordnung gewählt: Ein Synchronmotor wurde an das 
Netz der öffentlichen Stromversorgung angeschlossen. Da die Drehzahl 
dieses Motors nur von der Frequenz des Netzes abhängt, diese aber 
heutzutage praktisch konstant ist, wurde so gleiche Drehzahl erreicht, Bild 9. Versuchsstand für die dynamischen Prüfungen. 

Der Synchronmotor war mit einem Gleichstrom-Nebenschluß-Generator 

gekuppelt, welcher einen Gleichstrom-Nebenschluß-Motor mit Strom vervollständigen das Bild. Man konnte deutlich die Blechbewegungen 
versorgte. Durch Änderung der Erregung des Generators konnte man erkennen und sehen, daß die Durchbiegungen tatsächlich so erfolgen, 
verschiedene, jetzt aber unveränderliche Drehzahlen des Gleichstrom- wie sie geplant waren. Auf dem gleichen Prinzip fuße nd, wurde auch 
Motors einstellen. Der Gleichstrommotor war mit einem Einphasen- ein Film von dem schwingenden Blech aufgenommen, der Ähnliches 
Wechselstrom-Generator gekuppelt, welcher nunmehr eine Frequenz zeigt, Bild 9 zeigt den Ver rsuchsstand. Die Ergebnisse sind aus Zahlen- 
erzeugte, die nur von der Drehzahl des Motors abhängig ist. Diese tafel 6 und 7 zu ersehen. 

Frequenz konnte so stufenlos von O bis etwa 70 Hertz verändert werden, Bei den hohen Beanspruchungen ist man schon an der Dauer- 
Durch Änderung der Magnet-Stromstärke kann leicht die Größe des festigkeitsgrenze des Bleches. Bei den Blechbrüchen traten typische 
Schwingungsausschlages verändert werden, Zur weiteren Sicherung der Dauerbrucherscheinungen auf, welche durch Versprödung des Werk- 
Konstanthaltung der Frequenz wurden verhältnismäßig starke Aggregate stoffes infolge der Dauerbeanspruchung hervorgerufen werden. Inter- 


verwendet. Sobald also.nun das Blech mit seinen Schwingungen außer essant sind die 
Tritt fiel, hatte man den Beweis dafür, daß irgendein Bruch eingetreten Zahlentafel 6. Bilder 10 und 11, 
war, Das Außertrittfallen konnte man deutlich hören; wenn das Blech Ergebnisse der Dauerfestigkeitsprüfungen welche den Riß in 


in der Eigenfrequenz schwang, war ein ganz bestimmter, ziemlich lauter der Doppelbleche verschiedenen Ver- 
Summerton hörbar, welcher sofort aufhörte, wenn das Blech nicht mehr Breite 150 mm, Blechdicke 1 mm, Bauhöhe 8 mm, größerungen zeigen. 
schwang. Anfangs wurde befürchtet, daß sich das Blech unter Einwirkung 3 " Sintaweite BE mm ` Bei Bild 11 fallen 
der Wirbelströme zu stark erhitzte. Dies war-auch der Fall, als zuerst Erz = Se die Zerfaserten Kan- 


die Bleche ohne Rücksicht auf ihre Eigenfrequenz geprüft wurden; die ` ten auf; aus der Aus- 
Erwärmung der Bleche war da durch die viel größere elektromagnetische > 3 e i bildung des Risses 
Energie so stark, daß sie nur ganz kurze Zeiten (etwa 10 min.) hinter- za = T "ei kann man schließen, 
einander geprüft werden konnten. Beim Schwingen in der Eigenirequenz 22| % E = daß man sich der 
fallen diese Schwierigkeiten völlig fort; zunächst wegen der geringen E gl E an) 85 Si = Bemerkungen Dauerfestigkeits- 
Energiezufuhr, weiter durch die intensive Kühlwirkung des sich stärker AR SS | ps 22 grenze des Werk- 
bewegenden Bleches. Die Bleche nahmen die Temperaturen an, welche Eg |EV | as | stoffes genähert hat. 
fühlbar über der Raumtemperatur lagen, een EDER NEE (Die leichte Un- 
Die Zahl der Wechsel wurde durch eine Synchronuhr gezählt, welche mm kg x 10° schärfe in den Auf- 
unter Zwischenschaltung eines Transformators zur Erzeugung höherer | nahmen kommt da- 
Spannung dem Magnetkreis parallel lag, und welche für die verschiedenen 1 5,5 50 2,66|| Bruch im unteren Blech her, daß die Blech- 
erla SES 2| 55 50 1,38 || Bruch im oberen Blech SE 
schematisch das Ver- Sir UDO Sta SA ee ) ? s Versucht man 
hältnis der Frequenz S 3 5,5 50 2,38 Lösung einer Schweib- aus den gefundenen 
des Wechselstromes N stelle t b, Werten eine Wöhler- 
zu der der Last- „S 4 4,2 38 6,42 ||Lösung einer Schweiß- kurve aufzustellen, 
wechselzahl. Man S | stelle so erhält man Bild 12. 
erkennt hieraus, dab ` ZS | BC 48 1,60 | gebeiztes Blech; Lösung Man muß sich je- 
einer Periode d $ einer Schweißstelle doch im klaren sein, 
Wectişelstromeszwei z Bi 48 | 43 7,06 | ungebeiztes Blech; Bruch daß diese Kurve noch 
Lastwechselperioden © | e: CHE keine endgültigen 
zugehören. Man hat 5 | De EE Werte enthält. Viel 
also dabei den gro- Š 7.85 32 2,16 | gebeiztes Blech; Bruch wichtiger ist es, zu 
ßen Vorteil, daß in SS IS Eieren Blech versuchen, aus den 
einer Zeiteinheit S Bi Së 32 11,59 ungebeiztes Blech; Bruch pisher vorliegenden 
sehr viele Last- 5 Ver ee l im unteren Blech Versuchsergebnissen 
vs daran S die praktischen Fol- 
aß also die Ver- runde ziehe 
suchsdauer verhält. Bild 7. Verhältnis der Schwingbewegung des ; ES: ee SA Henri ee 
nismäßig kurz ist. Doppelblechs zu dem Stromverlauf des Magnet- Ergebnisse der Dauerfestigkeitsprüfung KLaioegusceetge : 
Ein Beispiel soll dies wechselstroms, a der Doppelbleche. P e ren a 
zeigen: Die übliche Breite 150 mm, Blechdicke Imm, Bauhöhe 12 mm, Zunächst hängen 
Frequenz des Wechselstromes war etwa 40 Hertz, das bedeutet 80 Last- Stützweite 650 mm. die Lastwechsel- 
- — — m zahlen sehr von der 
wechsel je Sekunde, In einer Stunde wurden also schon 144000 Last- 5 | Zuverlässigkeit der 
wechsel verwirklicht. Da das Aggregat etwa acht Stunden am Tage in s E a og EE ab: 
SCH 5 3 Self typisch erscheinen 
sr Dn 3:19 3 s j hierfür die Ergeb- 
EECHER Bemerkungen nisse der Versuche 3 
m Se er | und 5; die Belastun- 
|5% | 5a Ss gen waren etwa 
| gleich; da aber bei 
| mm kg il Versuch 5 gebeiztes 
; Blech verwendet 
Bild 8, Oszillogramm der Blechschwingungen. 9| 35 67 1,53 || 16 Schweißp. hatten sich war, war die Schwei- 
| gelöst Rung besser und die 
Betrieb war, wurde schon nach drei Tagen etwa die 3!/,-Millionen-Grenze 10| 35 67 2,76 Bruch im unteren Blech Lastwechselzahlen 
erreicht, Bild 8 zeigt das Oszillogramm der Blechschwingungen; es ist 11 35 67 |üverio\\kein Bruc waren beinahe dop- 
hieraus die Belastungskurve zu erkennen, Stroboskopische Beobachtungen E Ge EN pelt so groß, 
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Bild 10. Bild eines Blechrisses infolge 


Dauerbeanspruchung, 


Bild 11. 


Die zweite Folgerung ist die, daß für hohe Lastwechselzahlen die 
Bleche sorgfältig vorbereitet werden müssen. Bei Versuch 1 und 2 waren 
die Belastungen gleich; da aber bei 2 das Blech schon vor Beginn des 
Versuchs eine kleine Einknickung zeigte, so war die Lastwechselzahl 
bei 1 beinahe wieder doppelt so hoch. Ähnlich bei Blech 7 und 8, 


g En a A EE 
Lastwechsel 
Bild 12, Wöhlerkurve eines Doppelblechs. 


Trotzdem Blech 7 gebeizt, die Schweißung also zuverlässig war, trat der 
Bruch verhältnismäßig früh ein, da das obere Blech von der Herstellung 
her eine kleine Einknickung hatte, d. h. bei Verarbeitung dieser Bleche 
für dynamische Beanspruchungen wird man sehr sorgfältig vorzugehen 
und die Bleche vor unnötigen Verformungen zu schützen haben. ` Dies 
ist aber nicht als ein besonderer Nachteil der Bleche aufzufassen, denn 
es ist bekannt, daß alle irgendwie in Form oder Stoff hochwertigen 
Maschinenteile für dynamische Beanspruchungen besonders sorgfältig 
zu verarbeiten sind. 

Die Wöhlerkurve wurde hier in der in der Regel ungewöhnlichen 
Form gezeichnet, daß die Belastungen (nicht wie üblich die Spannungen) 
als abhängige Größen von den Lastwechselzahlen aufgetragen wurden. 
Der Grund liegt darin, daß es zur Zeit noch nicht möglich ist, die 
Spannungen bei auftretenden Durchbiegungen der Doppelbleche exakt 
zu erlassen, 

Interessant ist bei dynamischer Beanspruchung das Verhältnis voller 
Bleche zu den Doppelblechen, Unterstellt man auf Grund der bisher vor- 
liegenden Ergebnisse eine Tragfähigkeit von etwa 38 kg für diese Bleche 
mit 8mm Bauhöhe, so ergibt sich: 

Die Dauerbiegefestigkeit (Wechselfestigkeit) von St 37 beträgt 
17 kg/mm”, Unter Berücksichtigung eines Abzuges von 15 Dia wegen der 
Größe des Teiles gegenüber der Größe von Prüfstäben und von 25 D 
wegen der Walzhaut-Oberfläche erhält man als zulässige Dauerfestigkeit 

17 » 0,85 + 0,75 = 10,8 kg imm? 

Unter Annahme des obigen Belastungsfalles und der obigen Belastungs- 
größe sowie der Formziffer «x — 1,3 für glatte Bleche mit roher Schnitt- 
kante und der Empfindlichkeitsziffer 7, — 0,6 für St37 erhält man die 
Kerbwirkungszahl 9, = 1 -+ gr (Sp — 1) 

Bp = 1,18. 
Rechnet man sich aus diesen Angaben und der zulässigen Dauerbiege- 
festigkeit die Blechdicke aus, so erhält man 

s= 5,17 mm, 
d, h, ünter Zugrundelegen der obigen Annahmen ist bei dynamischer 
Beanspruchung ein 5,17 mm dickes volles Blech dem Doppelblech von 
8mm Bauhöhe und 2% 1 mm Dicke gleichwertig! Da für die statische 
Belastung das hier vorliegende Doppelblech einem vollen Blech der 
Dicke 5 bis 6 mm gleichwertig ist, so würde, wenn dieses gleiche Ver- 
hältnis noch durch weitere dynamische Versuche an anderen Abmessungen 
der Doppelbleche bestätigt würde, das Doppelblech von 8 mm Bauhöhe 
(Werkstoffaufwand also 2 mm Blech) dem vollen Blech von 5 bis 6 mm 
Dicke in statischer und dynamischer Hinsicht gleichwertig sein! 


Zerfranste Ränder eines Blechrisses 
infolge Dauerbeanspruchung. 


Wirtschaftliche Bedeutung 
und Anwendung der Doppel- 
bleche: Die Bedeutung der Doppel- 
bleche liegt in der Werkstoffersparnis, 
außerdem wird das tote Gewicht 
der Bauten geringer. Wie weit die 
Ersparnis gehen kann, zeigt Bild 13, 
dem folgendes Beispiel zugrunde 
liegt: Es handelt sich um ein 
Doppelblech mit 650 mm Stützweite, 
150 mm Breite, 2% 1 mm Blechdicke 
und 8 mm Bauhöhe, Das Blech trug 
110 kg, Bei niedrigeren Bauhöhen ist 
die Nutzlast geringer, bei größeren 
höher, das Gewicht aber stets un- 
verändert, d. h, es entsteht in der 
Darstellung: Gewicht in Abhängig- 
keit von der Nutzlast eine gerade 
Linie parallel zur Abszisse. (Über 
die hier angegebene Bauhöhe von 
8 mm hinaus ist diese Gerade 
gestrichelt gezeichnet, da sie einen theoretischen Wert darstellt), Wählt 
man statt des Doppelblechs ein volles Blech der gleichen Breite, aber 
stets solcher Dicke, wie sie zur Übertragung der verlangten Nutzlasten 
notwendig ist, so erhält man infolge des steigenden Gewichts die 
gestrichelte Kurve, Man erkennt, daß bei den gewählten Abmessungen 
das Doppelblech schon von einer Nutzlast von etwa 12 ke an eine Werk- 
stoffersparnis ergibt. Den Mehraufwand an Werkstoff bei Verwendung von 
vollem Blech gegenüber den Doppelblechen zeigt die strichpunktierte Linie, 
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Bild 13. Eigengewicht von Doppelblechen gleicher Blechdicke, 
aber verschiedener Bauhöhe und von vollen Blechen in Abhängigkeit 
von der Tragfähigkeit. 
Mehraufwand an Werkstoff bei vollen Blechen gegenüber Doppelblechen 
bei verschiedenen Nutzlasten (striehpunktierte Kurve), 


J00 


Etwas ähnliches zeigt die Zahlentafel 4 in der Spalte h für die Serie D 
und in der Spalte p für die Serie E. Hier wird angegeben, welche Blech- 
dicke eines vollen Blechs bei gleicher Breite und Stützweite wie das 
Doppelblech notwendig ist, um jeweils die gleiche Steifigkeit zu erreichen. 
In den Spalten k und r sind dann die Verhältnisse des Gewichts des vollen 
Blechs zu dem Gewicht des Doppelblechs angegeben. Man erkennt hieraus, 
daß die Gewichtsunterschiede zugunsten des Doppelblechs sehr erheblich 
sind. Ferner erkennt man durch Vergleich der Serien D und E, daß bei 
größerer Stützweite dieses Verhältnis für die Doppelbleche günstiger wird, 

Bei dem gegenwärtigen Stand der Dinge könnten die Doppelbleche 
für Abdeckplatten im Brückenbau, im Fahrzeugbau schon ohne weiteres 
verwendet werden. Die an und für sich sehr aussichtsreiche Verwendung 
für den Behälterbau würde wegen der zur Zeit noch nicht genügend 
zuverlässigen Schweißpunkte jetzt noch Schwierigkeiten machen. Weiter 
hönnte man an die Verwendung von Doppelblechplatten als Stegblech in 
Blechträgern mit und ohne Zementfüllung denken, schließlich auch als 
Bauelement für den Bau doppelwandiger Gefäße. Dann sei noch erwähnt, 
daß schon balkenartige Bleche mit den Abmessungen von 2000 x 400 mm, 
Bauhöhe etwa 50 mm, Blechdicken 3 bis 5 mm, Kraterdurchmesser 100 mm 
hergestellt wurden. Die Bleche waren an den Seiten herumgezogen und 
verschweißt, so daß geschlossene Hohlkörper entstanden; zwei solcher 
Balken wurden aus Hydronaliumblech hergestellt, und zwar mit Blech- 
dicken 3 und 5 mm; dabei ergab sich, daß die Bleche leichter als Wasser 
waren, so hatte das 3mm dicke Blech einen Auftrieb von 15 kg, das 
D mm dicke einen solchen von 11 kg. 

Zusammenfassung: Die Doppelbleche (DRPa) stellen ein beachtens- 
wertes Mittel dar, bei vorliegender Biegungsbeanspruchung Werkstoff zu 
sparen, was bei den heutigen Bestrebungen des Leichtbaues erwünscht 
und im Zeichen der heutigen Werkstoffknappheit hochwillkommen ist. 
Es wurden wesentliche Eigenschaften der Doppelbleche mitgeteilt und 
Konstruktionsregeln über die günstigsten Abmessungen der Doppelbleche 
aufgestellt, 
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sein möge. 


Alle Rechte vorbehalten. 


Professor W. Rein 60 Jahre alt. 


Am 19. September 1940 vollendete unser langjähriger Schrift- 
leiter, Herr Professor W. Rein, sein 60. Lebensjahr, 
liegenden Ausgabe der „Bautechnik“ hat Herr Dr. Fischmann sein 
Wirken zum Nutzen des deutschen Stahlbaues eingehend gewürdigt. 

Wir gedenken voll Dankbarkeit seiner Verdienste um unsere 
Zeitschrift und verbinden 
Hoffnung, daß seine Tätigkeit für uns noch lang und erfolgreich 


In der vor- 


mit unseren besten Glückwünschen die 


Der Verlag. 


Beitrag zum Hängebrückenproblem.') 


Von A. Hertwig, Berlin, 


Vorbemerkung, 

Die versteifte Hängebrücke gehört bekanntlich zu den Gebilden, bei 
deren statischer Untersuchung die Gleichgewichtsbedingungen am ver- 
fornmten System angeschrieben werden müssen. Das Biegungsmoment 
am Versteifungsbalken ist (Bild 1) 

M, =M H 


x or Harp tg 
Wi [22 HI n 
M” =— g (x)— p(x) Hez E KÉ pk- 
Im allgemeinen greift das Eigengewicht bei der Aufstellung Zunächst am 
statisch bestimmten System an, daher ist 
g(x) + H, EES] 


A Ze 


Bild 1. 


Die vereinfachte Differentialgleichung für die elastische Linie des Ver- 
steifungsbalkens lautet mit 7, = n= n, d.h. mit der Annahme starrer 
Hängeseile, 


(E, Jy g" =M" 
und mit der vorstehenden Gleichung für 
(En Jg d'r SE, H 


Hi 


o =p (x) + H, z 


g+p" 
oder mit Ep Jy n” =y und 7 als Unabhängige x 
II Hoy p W DI 

e y=PrpW)+HA,'=f(. 


= E, J x 


In dieser Gleichung ist H, eine Funktion von o, außerdem H und 


gtp 

1) Dieser Beitrag ist ein Auszug aus der unter dem gleichen Titel 
in der Reihe „Forschungshefte aus dem Gebiete des Stahlbaues* dem- 
nächst erscheinenden Arbeit. Die Literatur ist dort angegeben. 


I, abhängig von p(x) und J, und z abhängig von x. Der allgemeine 
Fall mit o Fo wird unten behandelt, 

Die Differentialgleichung ist eine nicht lineare mit veränderlichen 
Koeffizienten, es gilt also das Gesetz der Superposition nicht, kann also 
auch streng genommen keine Einflußlinien für die statischen Größen 
geben, Um zunächst Lösungen der Differentialgleichung zu gewinnen, 
wird sie vereinfacht, Dann wird geprüft, ob diese Vereinfachungen mit 
den für die Rechnungen geforderten Genauigkeiten vereinbar sind, 

Die wichtigste Vereinfachung folgt aus der Tatsache, daß bei den 
Hängebrücken der Wirklichkeit der Seilzug durch das Eigengewicht Kë 
groß ist gegen den Seilzug DH. infolge der Verkehrslasten, daß man also 
für Hep einen festen Mittelwert für alle Werte von f(x) einführen 
kann, den man dann als von y unabhängig annehmen darf, So wird die 
Differentialgleichung linearisiert, Nun ist bloß noch eine lineare Differential- 


Horn! 
oe 
zu lösen. Trotz der Linearisierung gibt es aber immer noch keine 
Einflußlinien. Wohl gibt es eine sehr genaue Momentenfläche y für eine 
über den Balken wandernde Last „Eins“, da die Änderungen von Hy. p 
für die verschiedenen Stellungen der Last „Eins“ sehr klein gegenüber 
H. „p sind. Jedoch bleibt die Frage, ob und mit welcher Genauigkeit 
der Rechnung man diese Fläche als Einflußfläche benutzen darf, Denn 
für eine Voll- oder Teilbelastung der Brücke ändert sich natürlich Dein 
erheblich. Praktische Rechnungen zeigen schließlich, daß mit Rücksicht 
auf die überhaupt erzielbare Genauigkeit die Momentenflächen der 
wandernden Last „Eins“ als Einflußlinien benutzt werden können. Bei- 

spiele enthält das in Fußnote 1 erwähnte Forschungsheit. 
Die Aufgabe ist nun, die Differentialgleichung mit veränderlichem 


Hau sË 


gleichung 2. Ordnung mit dem veränderlichen Koeffizienten 


Beiwert y(x) = 
A 
y" — y(x) y = l p (x) + Ki EE 

zu lösen. Für mannigfaltige Formen w(x) gibt es bekannte Lösungen 
durch Besselsche Funktionen usw. Diese Formen von (x) passen 
aber nicht immer zu den in der Hängebrückenuntersuchung gegebenen. 
Wir wollen einen anderen Weg gehen und zu gewählten Lösungen y 
die zugehörigen Beiwerte w(x) mit den in der Praxis gegebenen w (x) 
vergleichen. Man kann in den gewählten Lösungen, die außerdem aus 
elementaren Funktionen bestehen sollen, genügend Festwerte einführen, 
so daß eine Anpassung der w(x) an gegebene w(x) möglich wird, 
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Hängebrückenproblem Beilage zur Zeitschrift „Die Bautechnik” 


$1. Partikuläre und vollständige Lösung. 
Als allgemeinsten Ansatz für die partikuläre Lösung wählen wir 


H 
; Dax 
y= i 
= eg € 3 
Ta 5px 


in der ø; und p, ganze rationale Funktionen sind und ihr Grad nach 
der Anzahl der für die Anpassung notwendigen Festwerte und x und # 
bestimmt wird, Die vollständige Lösung findet man in der bekannten 
Weise mit dem Ansatz y=y, v nach Einsetzen in die homogene Gleichung 
Maus aus der Gleichung v” y, + 2 y,' o —0 oder mit v = u 

1 


Hd yı +2uy,' =0 


J 


Y = Ci Yi + Ca Ya Ps 


u =- 


ss Ca ed 


Mu" 
"dx - : 
fig = | E Mu Ma =V) = 1. 
al Yi 
Die inhomogene Gleichung löst man durch Variation der Konstanten: 
Y = C, (x) Y1 + Cy (£) Yə 


G= Sfax K =D) K, 
C (= S F(Y, dx + Ka = D; (x) + K: 


Y= D Gelam + Da (x) y + Kıyı + KaYa 
Y =R (x) + Kin + KaYa 
r c H Pa 2 5 ` 
Das Integral o - E =j za) dx führt nach der Partialbruch- 
r M= dee 
zerlegung von T? auf bekannte Integrale und enthält elementare 
Vi 


Funktionen, rationale, den natürlichen Logarithmus und den arctg oder 
Art Tg. Die Konvergenz der Integrale p} und D (x) ist bei praktischen 
Aufgaben vorhanden, Es sej hier nur soviel erwähnt, daß bei den vor- 
liegenden Rechnungen nur solche Funktionen p, und o, in Frage kommen, 
deren Nullpunkte außerhalb des Intervalls liegen, über das integriert wird. 
Dann ist 9, in diesem Intervall konvergent, Um auch die Integrale D. (x) 
und D, (x) durch elementare Funktionen lösen zu können, müssen noch 
einige Annahmen über f (x)=? p (x) — H, z2" gemacht werden. Das Integral 


Did Ia D ode 
` Pa 
enthält Einzelintegrale: 
JS y(x) In y(x) dx J} (x) arc tge (x)dx J y(x) Wt Tg e (x) dx. 
Ist y (X) die Ableitung einer ganzen rationalen Funktion, dann sind diese 
Integrale durch partielle Integration elementar lösbar. Diese Forderung 
wird erfüllt, wenn in 
f(x) E p (x) +- Ha 
pa (x) 


Ta (x) = 
p(x) und 2” durch p,(x) teilbar ist, Man muß also statt einer gleich- 


mäßig angenommenen Verkehrslast p eine veränderliche p(x) wählen. 
Ebenso darf 2" keine Konstante sein, d.h, z darf nicht, wie üblich, 
näherungsweise als Parabel 2. Ordnung dargestellt werden: z = 4 f(x — x”), 
sondern als Parabel höherer Ordnung, z. B. 4, Ordnung, 


z= 4f [x — x? + y(x — xY]. 
Dann ist bei p, = 8 + x — x? 
H,z 
(5) R 
Aus dieser Bedingung bestimmt man y und f mit der Nebenbedingung, 


72 
daß der Durchhang der Parabel 4. Ordnung gleich f ist oder der Flächen- 
inhalt beider Seillinien gleich; dann ist 


= fp 


z 


H 


——48/y H, wenn 1—y—62y=0 ist, 


De f — oder f= f > 
D d 
ES ER 
Diese Seilkurve ist eine ebenso brauchbare Näherung wie 
z=4 f(x — x’). 
Ähnlich wählt man z. B. p (x)= p (1 + & x +8, x°), wenn gy = 3 -+ x-—x2 
ist. Dann ist 
[? p(x 2 f A 
Pp _ Pol Ku ee 
Pa l DN 
Nun sind alle Integrale elementar lösbar, 
Der Ansatz 
ER 2 
rn 
Ke 
in OL (1) eingesetzt, ergibt mit Jos = pi Pa! — Pa gell 
E AE 2 fa SA I Pia -yi =J (x) 
HOH Ce 
(6) w (x)= 2 pad fis — PH pis" SRNR 
Pa Po” mu gei 


§ 2. Die Funktion w (x). 

Die allgemeinste Form von w(x), die eine ausreichende Zahl von 
Festwerten besitzt, und bei der die Bestimmung der Pestwerte aus der 
durch eine praktische Aufgabe gegebenen Form einen noch erträglichen 
Rechenaufwand erfordert, entsteht aus 

pi =x F ay X -H Lanz aux 


und dem entsprechenden ga mit der Bezeichnung «;, = A — Bi Xp 


Es wird 
2 


w (x) SC | Êi o1 — P ës 


EN e Lë, &2 + 2 Ba 01 — Bd aan + æa) 

BB +3 Lz A P (2 ua “F &a)l 

x? [2 (3 xog o 2) + 5 By xoa + 4 Pa ga — SI fat ag) 
— ĝi (2 ga + % a)l 

x lte (2 aos + ai) + 3 Ay (8 wos + aia) + Të aan 5 Bi, 
PA (É Kat “a g)l 

x° [3 Ba (2 ax + ara) +3 Ba D aus H wa) — 3 p x34 —3 Bi æn] 

[But aag) + 5 8y (2 aen + aia) 

7 [Bs 04 + 2 Bi (3 wg + Xag) — Ba aal 

x5 (8 8; a4) H X” (24 ga). 

Aus dieser allgemeinsten Form lassen sich leicht Sonderformen ent- 
wickeln, von denen einige wichtige Fälle angeschrieben werden sollen. 


Zë ga — Ba Xag] 


zap 
J 


Bild 2. 


Der einfache symmetrische Versteifungsbalken der in Bild? dar- 
gestellten Brücke hat ungefähr im Viertelpunkt ein größtes Trägheitsmoment. 
Dieses und das in der Balkenmitte sind für die Rechnung besonders 
wichtig, weniger einflußreich das Trägheitsmoment am Balkenende, Soll 
am Viertelpunkt ein Größtwert von Je also ein Kleinstwert von w(x) 
liegen, und sind die Trägheitsmomente Ju und Jus gegeben, dann liegen 
für w(x) drei Gleichungen vor. Zu ihrer Erfüllung sind die drei Fest- 
werte in (x) notwendig. Mit Rücksicht auf die Symmetrie kann man 
ansetzen: pı =u + a (e — x3) tr 

pa =p txe, 
Mit dem Ansatz o = v + x — x? und p, = 34+ x— x? kann man zwar 
einen Extremwert von w im Viertelpunkt erreichen, aber nicht außerdem 
einen bestimmten Wert von w(1/4) und w(1/2) (Bild o 

Im folgenden sollen kurz einige Formen von w(x) für verschiedene (x) 
gezeichnet werden. Die näheren Untersuchungen müssen in der voll- 
ständigen Arbeit nachgelesen werden. 


a) m=a+x—x? p= p+ x 
y (x) ` 2 (x = 8) [1 + E SC (x =. AH í 
PiP- 
Damit die Unendlichkeitsstellen von w außerhalb des Intervalls 0—1 


liegen oder nicht reell sind, müssen entweder « und # beliebige positive 
Werte annehmen oder bei negativen Vorzeichen la| und | 8| 


— ci 


> 1/4 sein. 


Aus der Bedingung eines Extremwertes an der Stelle x dl. esch j 
folgt die Beziehung zwischen & und d: 
ap + 2æ + Be? + 8 1 IA —&-+ B) u — 6 u? = 0 
_ PHPUI A+3I ul —2 y) gem U 2(& — 9 


er öp +2—3u BE? 
Ist d positiv, ist x negativ. 

Stimmt zu diesen gegebenen Werten (1/2) der dann bestimmte 
Kleinstwert vol zufällig ungefähr mit dem gegebenen w(u) überein, 
dann ist der obige Ansatz y, und p, für die Rechnung zu gebrauchen. 

Folgende Formen von y sind mit dem obigen Ansatz gegeben: 

x und d haben entgegengesetztes Vorzeichen (Bild 3a), 
a und d positiv (Bild 3b), 
x und d negativ (Bild 3c), 


b) Ppi = 2 -b x2 Po —=ß ei 
ue LD — 218 el BZ 3x) 
4(x— lr Tı Pa 
wm Del Se = a Ba +98 +9) +39) (®+2& +32). 
Y1” Ya 


Bild 3a bis c, Bild 4a bis c. 
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Hier gibt es drei Formen von 
o und 3 positiv (Bild 4a) 


>83 Bai 
æ und 3 negativ (Bild 4b) 
«|>1 |8 SH lx|= lgl; 
x positiv, 8 negativ (Bild 4c) 
2l>1. 


Einen Extremwert hat Bild 4a bis c in den drei Formen bei x = 0, 
aber keinen im Intervall 0—1, 


c) Als symmetrischer Ansatz mit drei Festwerten kommt in Frage: 
gy = x + a (X — a) H (r x)" ga = EE 
a3) +A) +E —3 (x B w H2 Lg 
—3 p (x— E (x), 


Greg Fr 


In Bild 5 sind w(o) und »(1/2) gegebene Größen, aus denen w und x, 
berechnet werden. Für 3 als Parameter gibt es eine Kurvenschar der w (x) 
von mannigfaltigen Formen, 
Einige sind in Bild 5 dar- 
gestellt. Mit diesem An- 
satz kann man nun auch 
den w-Verlauf des ein- 
fachen Versteifungsbalkens 
mit größerer Genauigkeit 
als in Fall a) wiedergeben. 
Jetzt kann man den Wert 
von w bei x—1/4 und 
x= 1/2 festlegen und zu- 
gleich die Bedingungen 
erfüllen, daß (1/4) ein 
Extremwert ist. 

Mit den Ansätzen a) 
bis c) wird man bei vielen 
Aufgaben der Praxis aus- 
kommen, Handelt es sich nicht um Hängebrückenrechnungen, sondern 
z. B. um die Knickung von Stäben mit veränderlichem Querschnitt, dann 
muß man die Festwerte in w so wählen, daß w durchweg negativ ist, 
Also die Differentialgleichung lautet: 


y"+lyly=0. 
83. Berechnung der Integrale. 
Für die Ansätze; 


S ei fo 100 
Le ri 


Bild 5. 


wird 


EN res 


Ba \2 d. > " EG 
(2) x 28 (AM ue und IS dx. 
ER CS oe J \ pi (5), 
Bei der Partialbruchzerlegung sind die bekannten drei Fälle zu unter- 
scheiden; 
a) die Wurzeln in p, alle reell, 
b) die Wurzeln nur komplex, 
c) die Wurzeln reell und komplex. 


Shih 


te 


Hertwig, Beitrag zum Hängebrückenproblem 
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sind durch elementare Funktionen lösbar, 
D, (x) ist eine ganze rationale Funktion von x, 
D, Go hat im allgemeinsten Fall die Form: 
Di (= A (x) + EA In (x — x) + Al) are tg e (x) 
4 


Jy (x) At Tg e (x). 
Der Rechnungsgang ist nun der folgende: 


2 


oder 


EM S CS 
1. Aus dem gegebenen CSR 
zuges Hy, steckt, der nach der einfachen Theorie gerechnet wird, wird 
ein zugehöriges w ermittelt mit einer'Mindestzahl von Festwerten x und 8. 
Ist das gegebene System z. B. symmetrisch und genügen zwei Festwerte 
x und 3, dann genügt der Ansatz 


in dem ein Mittelwert des Seil- 


Max x—x? p =p tr — x? 
= Zi -— AU + 8—3 El. 
mu Ya” 

Sind drei Festwerte nötig, dann kann man den Ansatz 

g = x + o (x — lU x) p= ën AE 
benutzen. Ist das Gebilde unsymmetrisch, dann ist der oben schon 
erwähnte Ansatz pı =x + X°% fa = fJ A7 brauchbar oder der mit drei 
Festwerten py = & + x + x mb. x. Die Festwerte sind für die 


w 


` X e 
dimensionslose Koordinate De x Zahlen, 


2. Nachdem der Ansatz y = 2 festgelegt ist, werden die 
Lé 
1? p(x) + H, e 
Py = eF 
für die Integration passend gewählt, 
3. Nun können die Integrale 


no, 12 s 
T3 =| ) dx D, (x) =] Pp Pı dx 


gelöst und zahlenmäßig als Funktionen von x tabellarisch berechnet 
werden, Danach ist die Hauptarbeit geleistet, Nun geht man an die Be- 
stimmung der Integrationskonstanten K, und X, aus den Randbedingungen 
des gegebenen Systems, 


D, (x) ES =] fp Tı Pa dx 


§4 Die Randbedingungen. 


Wir wollen hier auch nur den einfachsten Fall besprechen, den ein- 
fachen Versteifungsbalken mit einer Einzellast P. Für den Teil / und r 
hat die Differentialgleichung die Lösungen (Bild 7 bis 9) 


Yy = R(x) Fun (w) + Kog Ya (x) 
y, =R (x) + Kir 31 (x) + Ko, Ia (x). 
Die Bedingungsgleichungen für die Festwerte X sind: 
rl ll, Mes H 
d x=runds=1l—r y (=y, (1 ca 
Yie) +y E = PI, 
Bild 8. 


EA 2. 


4. x=v und x=1—r 


Einflußlinie für Me 


Bild 6. 


Die Integrale haben die Form von rationalen Funktionen, natürlichen 
Logarithmen und arc tg (x) oder rt Tg e (X). 


Für den Fall a) mit y = 4+ x x, m =p +x — x? ist 


1—2x 1—2x 1 
= x+ B;  — + B, «arc tg —— m=— (x 1 J; 
Ps 1 Sa l- Ba g 2m ar 
wenn m positiv ist, 
ee Se LF ttn A, 
4m 2m \m 


Für die weiteren Fälle sei auf die ausführliche Arbeit verwiesen. Der 
allgemeinste Fall von o, enthält eine rationale Funktion G (x) und Teile 
von der Form e,-In(r—x,) und einen Teil B» arctg s(x) mit den Kon- 
stanten c; und B, 
Die Integrale 
D()=—/Sp,yıpdx und De Liz ppp dx 


Bild 9, 


Die Funktion f(x) besteht nur aus Ki z2", da p(x) links und rechts von 
P null ist. Nach Gl. (5) ist p, = — 48 fy Hp; dieser, für eine gegebene 
Belastung P an der Stelle x=v ein von x unabhängiger Wert, tritt in 
D (x) und D; (x) aus den Integralen heraus, so daß: 

Yi = fp IR) + Ki Léi + Kora (all 

Yi = Tp IR (x) + Km Lal + K orya Y] 
und entsprechend y, und y,’ geschrieben werden können. Als den Be- 
dingungen 1 und 2 folgt: 

R (0) + y: (0) Ki $ R (0) +» (0) Kor 
EEAO ie ` Al 
Aus der 3. und 4, Bedingung entstehen zwei Gleichungen für X, , und Kip 
mit Berücksichtigung der Beziehungen an symmetrischen Systemen; 


dh 
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Hertwig, Beitrag zum 


p, = 8 +- X — AH 
y (e) =y: (1 — +») Ya P) + ya (1 — +) = y, (r) 
1'e) =— y OU — v») Ye) U — +») = Wl Di 
IY E) sy Y = 1 = Ms Del ya UL — r) H y bis (l —») 


R (i —r)—R = Dn 0) — 2y 0) 
RU RW DEEL Ia And O 


Die vier Festwerte sind mit der Abkürzung 


p=% Haan 


ei DZ Lil — Eil 
Kp E Zi. sid Iy — y (0) + ya w) y (o0) 
II gie fp Yı (0) Yı (0) — 2 ya (0) 
Ko BSEl, BE IA OA ON E vo) 
2 2m y1(0)— 29; (0) 
X. 9. ZI. 20, Hr O—-y Il) 
IT wie Po ` Mul An (0) — 2 V, (0) 
K = btt] PL, OR), 
ar 12 Vo Yı (0)— 2 Me (0) 
Ferner wird geschrieben: 
Rat 5 


IHNEN + me al, (0) _, 
Yı (0) [Y1 (0) — 2 y Lol 
Iya (0) — y: (0) y fl _y o). 
yı (0) Ly; (0) — 2 va all d 
Dann sind die Zweige der Momentenfläche links und rechts von P 
Y= Pp S Li P1 Feb 0) Ya (0) — y (x) Y (o)l 
Y, = pp S) — PLY r W) [y (dr (0) — ein, fol, 
Diese Formeln kann man zur Darstellung der Einflußlinie des 


Biegungsmoments an der Stelle x benutzen, wenn man x als festen 
Wert und » als Veränderliche betrachtet, Die obige Formel für y, liefert 


die Ordinaten für den rechten Zweig der Einflußlinie und die Formel y, 
für den linken Zweig, 


"otal 


1 nach der einfachen Aechnung 


2 nach der genaueren Rechnung 
mit mittierem festen J 


3 nach der genaueren Rechnung 
mit veränderlichem J 


Bild 10, 

3 Pl 
lee) 
mit dem Faktor x, der von den Abmessungen des Balkens und Seiles 
abhängt. Mit p, =— 48 fy H, sind dann die linken und rechten Zweige 
der Einflußlinie für M, 


Nach der einfachen Theorie gerechnet, ist H, = 


E EE 


y, = P1 F 


SE 


YO) IR: E 
(10) 


DEE sett —»)S(l—x) 


I, y (1 — ~) ya (0)— Ya (1 — x) y (0)] 


Diese Formeln entsprechen den gleichartig aufgebauten bei festem J, 
statt der dort stehenden hyperbolischen Funktionen stehen hier S (x), 
¥ (v) und y(x). 

In Bild 10 ist die Einflußlinie für das Biegungsmoment bei x = 1/4 
aufgetragen, einmal für ein festes J mit den zwei Annahmen für H = H 
und H= H, „p im Glied Hu der Differentialgleichung, und ferner die 
Einflußlinie bei veränderlichem / mit einem Maximum bei x = 1/4. 

Natürlich lassen sich auch die Integrationskonstanten für eine Strecken- 
last angeben oder für einen durchlaufenden Versteifungsbalken über 
drei Öffnungen, Diese Rechnung enthält das Forschungsheft, 


$5. Die Berechnung der Durchbiegungen. 
Nach GI. (1) ist 
(GA dl 
y(x) y =y" — f (x). 
Mit F als Unabhängige x wird 


und 


"= HR |y= Myy ee Dr Fiat 
WT EJ, WER Hg +P 
mit Jf)dx=y(x) und fy) dx= tel 
die elementar lösbare Integrale sind, ist: 
H 
(1) = II+ Gw C 
e+p 


Hierin werden die Festwerte C, und C, aus den Randbedingungen für D 
bestimmt, Setzt man y in die Gleichung für o ein, so ist 


en SR, K, 
gtp 


REO ey 

Gd: H Den 
Nun ist die Differentialgleichung 4. Ordnung mit veränderlichen Beiwerten 
gegebener Form durch elementare Funktionen gelöst. Die Hauptrechen- 
arbeit steckt, wie oben schon angedeutet wurde, in der Ermittlung 
der R(x) für Festwerte x und 3, die aus der gegebenen Form der 
Funktion w gewonnen werden müssen. ` Der Seilzug wird aus den be- 
kannten Bedingungen gefunden. Diese Rechnung sei hier auch über- 
gangen. 


Mu 


sët -HC 


Sp Die Rechnung bei nachgiebigen Hängeseilen. 

In Wirklichkeit sind die senkrechten Verschiebungen 7, und yp des 
Kabels und des Balkens um die Längenänderungen der Hängeseile ver- 
schieden, die für den Ansatz der Differential- 
gleichung als Hängewand angenommen 
werden, deren Dicke verschieden sein kann. 
An der Stelle x hat der Hängestreifen den 
Querschnitt A. dx und die Belastung (Bild 11) 
_ Ha®(<+n,) 


dx 
Läßt man das Eigengewicht am statisch be- 
stimmten System wirken, ist H — H, infolge 
der Verkehrslast, Die Längenänderung ist 
H, hy d? (z -+ np) 


Ah, Ee ere SEN e ef h, Zar LG" op da — Ur, 


E, 6, dx? 


Die Differentialgleichung lautet: 


IZ 


Bild 11. 


EJ, gy" > Mya 7 Ag. p (z + Np): 
Aus diesen beiden Gleichungen entsteht eine Differentialgleichung 


6. Ordnung für o, Die Rechnung wird aber wesentlich einfacher, wenn 


Bild 12. 


man die durchaus zulässige Annahme macht, daß in der Formel für 

Jh, das pe durch y, ersetzt werden darf. Wirkt g am unversteiften 

Gebilde, dann entsteht mit (EJ, - Hoy p Hp hety) gn =>: 
E 
EI Det H, 

EASP + Haz — Hep Hp (here y 

dieselbe Differentialgleichung wie in Formel UL y” ml =f) in 

der w, und f, eine andere Bedeutung haben. 

Die Lösung dieser Differentialgleichung ist die gleiche wie die oben 

behandelte, Die Rechenarbeit kann etwas größer werden, wenn für die 
Darstellung der jetzt gegebenen Funktion w, mehr Festwerte « und d 
notwendig werden als bei dem einfachen w. 
„.. Zum Schluß noch eine Bemerkung über das System mit drei 
Öffnungen und einem Versteifungsträger, der nur an den Endwiderlagern 
gestützt ist (Bild 12). In der einfachen Theorie ist das System einfach statisch 
unbestimmt. Das Biegungsmoment des Versteifungsbalkens über den 
Mittelpfeilern ist gleich dem des einfachen, nicht aufgehängten Balkens 
auf zwei Stützen an den den Mittelpfeilern entsprechenden Stellen. Bei 
der genauen Rechnung müssen die Längenänderungen der Hängeseile 
wie oben berücksichtigt werden. Bei der Rechnung muß die Differential- 
gleichung für die Teile I, II und III angesetzt werden, für den Teil I 
und III gilt Gl. (15), für den Teil II Gl. (1), in der z eine Gerade ist. Die 
Integrationsfestwerte werden aus den Momenten, Querkräften und Durch- 
biegungen an den Übergangsstellen zwischen den Teilen I, II und IH 
ermittelt, 


— =y Léi 
LSC 


Jahrgang 13 Heft 21/22 
4, Oktober 1940 


Alle Rechte 
vorbehalten. 


Klöppel u. Lie, Hängebrücken mit besonderen Stützbedingungen des Versteifungsträgers 


109 


Hängebrücken mit besonderen Stützbedingungen des Versteifungsträgers. 


Von K. Klöppel und K. Lie, Darmstadt. 


1. Einleitung. 


Über mehrere Öffnungen gespannte Hängebrücken, deren durchlaufende 
Versteifungsträger unter den Pylonen nicht starr gelagert sind, wurden 
u, W. bisher noch nicht berechnet. Dieses Tragsystem ist von G, E. Beggs, 
R. E. Davis und H. E. Davis beim Bau der San Francisco-Oakland- 
Hängebrücke!) als ein Vergleichsentwurf am Modell untersucht worden. 
Dabei beschränken sich allerdings die genannten Verfasser nur auf die 
experimentelle Bestimmung der Kabelkraft und bemerken über Be- 
rechnungsmöglichkeiten dieses Systems nichts. Nachstehend wird hierfür 
ein Berechnungsverfahren entwickelt. Es ist auf den in der Darmstädter 
Dissertation*) des zweitgenannten Verfassers dargelegten Grundlagen für 
die praktische Berechnung von Hängebrücken mit Versteifungsträgern 
üblicher Stützart aufgebaut. Auch von der Formelzusammenstellung 
dieser Arbeit wird Gebrauch gemacht und zwecks Umfangseinschränkung 
auf deren Ableitungen verwiesen. 

Grundlegend für die Berechnung nach der Theorie II. Ordnung ist 
folgender Gedanke: Man ersetze die Hängebrücke durch einen ihrem 
Versteifungsträger entsprechenden „stellvertretenden‘ Träger, der durch 
die gedachte Axialzugkraft H belastet ist, die mit Hilfe der Biege- 
fläche F, der am Kabel aufgehängten Teile des Versteifungsträgers be- 
stimmt wird. Zur Berechnung des stellvertretenden Trägers mit kon- 
stantem und veränderlichem Trägheitsmoment wurden in der Dissertation 
ein genaues und ein Annäherungsverfahren entwickelt, so daß das folgende 
Berechnungsverfahren grundsätzlich sowohl für Versteifungsträger mit 
öffnungsweise konstantem J als auch für Träger mit beliebig veränder- 
lichem / anwendbar ist. 


IL Entwicklung des Verfahrens für den Versteifungsträger 
mit öffnungsweise konstantem J. 


A. Allgemeines. 


Die grundlegenden Gleichungen*) zur Berechnung der Hängebrücken 
nach der Theorie IM. Ordnung lauten: 


(1) [EJ a) =p y" H, + Hui? 
oder 

(1a) [EJ n" =p 
und 

(2) H,- Ks =za,tL,+y"F,= 


Bild 1, 


GI, (1) oder (la) dient zur Berechnung der Schnittgrößen im Ver- 
steifungsträger und GI. (2) zur Bestimmung der horizontalen Komponente 
des Kabelzuges H, = H—H, infolge der Verkehrslast und der Temperatur- 


änderung, Die Gültigkeit der Gl. (1) erstreckt sich über alle am Hänge- 
gurt aufgehängten Trägerteile, Al, 23 und 4B im Bild 1, während 
Gl. (la) für die nicht aufgehängten Trägerteile, 12 und 34, gilt. 


dachten Axialzug H belastet ist). Der Umstand, daß der Träger strecken- 
weise unterschiedlich belastet ist, erschwert die Lösung der Aufgabe gar 
nicht. Die Schwierigkeiten der Berechnung liegen vielmehr darin, daß 
unter der Pylone der Versteifungsträger weder starr gestützt ist, noch 
die Durchbiegungsireiheit des Versteifungsträgers einer gewöhnlichen 
Hängebrücke innerhalb eines Feldes hat, 

Bei den gewöhnlichen Hängebrücken sind die Randbedingungen 
gens D und 7, _,—0 sowohl beim Versteifungsträger als auch beim 
Hängegurt erfüllt, und mit diesen gemeinsamen Randbedingungen wird 
die für den Versteifungsträger und den Hängegurt gemeinsam gültige 
Differentialgleichung (1) gelöst. Im vorstehenden Fall gilt Gl, (1) nur für 


die Strecken A1, 23 und 4B. In den Punkten 1, 2, 3 und 4 fehlt aber 
die Bedingung „—=0. Um Gl. (1) zu lösen, muß man also die Rand- 
werte, die Durchbiegungen 7}, ...74, zunächst berechnen, 


B. Ermittlung der Durchbiegungen A: Hax N; und 274 
Um die Berechnung zu vereinfachen, möge im folgenden ein sym- 
metrisches System über drei Öffnungen behandelt werden. Wie aus 
Bild 3 (das Maß o genauer nach Bild 3a) ersichtlich ist, berechnen sich die 
vertikalen Verschiebungen der Punkte 1, 2, 3 und 4 am Kabel (Bild 2), 
wo die ersten Hängestangen neben den Pylonen angeschlossen sind, zu 


D 
V, Vag) 
H nel 8) 
H H, 
hg =i 
na — 


wobei die belanglose Voraussetzung gemacht wird, daß die Punkte 
während der Verschiebung keine Kurve, sondern eine vertikale Gerade 


beschreiben. Vernachlässigt man in der üblichen Weise 
die Längenänderung und die Schrägstellung der Hänge- 
stangen, so stellen obige Gleichungen unmittelbar die 
Durchbiegungen des Versteifungsträgers in den Punkten 1, 
2, 3 und 4 dar. 

Um die Größen V,, ...V, in obigen Gleichungen 
zu berechnen, denkt man sich den Versteifungsträger in 
den Punkten 1,.,,4 durchschnitten und dort die Schnitt- 
größen My, ..,M, und Q, ...Q,*) eingeführt (Bild 2), 

1. Ermittlung von o und y Aus EM=0 um 
Punkt A für die am Kabel und Träger Al angreifenden 


In Gl. (2) bedeutet P, = f m dx streng genommen die Verschiebungs- 


fläche des Hängegurts, die aber unter der üblichen Annahme der starren 
Hängestangen gleich der Biegefläche der am Hängegurt aufgehängten 


Trägerteile gesetzt werden kann. Allein von dieser veränderlichen Größe 
hängt das H, ab, 

Aus Gl, (1) u. (la) folgt, daß die im Bild 1 skizzierte Hängebrücke 
statisch durch einen Träger AB ersetzt werden kann, der in den 
Strecken 12 und 34 durch die Querlast p allein und in den Strecken Al, 


23 und 4B durch die Querlasten p und y” H, sowie durch einen ge- 


1) Tests on structural models of proposed San Francisco-Oakland 
suspension bridge. Univ, of California Press Berkeley, California 1933. 

+) Praktische Berechnung von Hängebrücken nach der Theorie 
Il. Ordnung. Einfeldrige und durchlaufende Versteifungsträger mit kon- 
stantem und veränderlichem Trägheitsmoment. 1940. Von der TH. Darm- 
stadt genehmigte Dissertation. 


Kräfte und Momente (Bild 2) 
Vh — Hh — Q(g +p)L— Mi lg +p) 
t- Miı(g +p)=0 
folgt für M, (g)= 0, was praktisch meistens der Fall ist, 


D - / Mi(g+») M 
WH. e ti (e+p) rh EE E = 
1 1 1 
e k A o Mita 
und Vig = Hy" 1 H Qi Lei, D kb RECH 


worin M3 (ei und M}(p) die Drebmomente der Lasten g und p um 
den Punkt A bedeuten. 


2) Danach braucht ein Modell für eine Hängebrücke überhaupt nur 
aus einem dem Versteifungsträger entsprechenden Stab zu bestehen, 
Auf diese zum Patent angemeldete Weise werden Messungen im Ingenieur- 
laboratorium der Technischen Hochschule Darmstadt durchgeführt. 

7 Die Größen Q,, ...Q, in der im Bild2 gezeichneten Richtung 
werden als positiv bezeichnet, weil sie sich nicht auf den Träger AB, 


sondern auf die durch die Schnitte entstandenen Trägerteile Al, 12,283 
usw. beziehen sollen, 
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Die Einführung der folgenden Ausdrücke 
1? 
Ha D Se 
Q(g) + na = Cpg) =E 
S Q (p) = Ch, (p) + 7 
un = Cl 


Ci (p) E Ci, (p) = Ch, 
in die obigen Gleichungen liefert 


we Up ler BE A, 
nt lt) 
Vig = tg ya F re h” = 

Kë B in I, I 


Setzt man obige Werte in Gl.(3) ein, so ergibt sich unter 
Beachtung dessen, daß 


D | Cig Cig ) = — Hp Eh Ac 


e IECH LE eer 
ist, für die Durchbiegung im Punkt 1 
er a A M, — M, M, BERN Afi 
pl w= pE r a Ar 


Darin bedeutet Ch, den gedachten Auflagerdruck infolge der Querlast p 
im Punkt 1 des entsprechenden statisch bestimmten Gelenkträgers, der 
nicht durch Axialzugkraft belastet ist (Bild 4). 


GE RR ERS ER 


nn — ge 
A Ca A Cen 


1p 2p 
Bild 4, 


Wie man sich leicht überzeugen kann, gilt wegen Symmetrie: 
CR n M,— M, M, f af, 
5 u e s: =. - Ha ö 
(5b) m, H il ap | L éi Hy H, L 
2, Ermittlung von m, und yọ Die Gleichgewichtsbedingung ZA = 0 
um Punkt 3 für die am Kabel und Träger 23 angreifenden Kräfte und 
Momente (Bild 2) liefert 
Vo b | H (ns Gol ER Qs ly + M = Mz” ZS + p) SE M ses EN 
Führt man folgende Ausdrücke 
í , M — Ma 
| = Al) WW" 


MP (g+ np) D i 
i L = C}, (e) + d (Pp) 


Chi (p) + C3, EECH 
K e a 
Cie LO, Il Gi DL = Veg 


in obige Gleichung und diese wieder in Gl. (3) ein, so erhält man unter 
Verwendung der Beziehungen 


(6) 


H 


cP > = l" und "e = Vag = — "p G ifa / h” 
4 8h H H, H 
die Durchbiegung im Punkt 2 zu 
f Min Ad, — Ma M, — A, 
(7a) | EES "ie g l | ly ) 
| Ge al ee 
H D hë 8 f 12 (ol, 


Auf ähnliche Weise läßt sich der nachstehende Ausdruck für die Durch- 
biegung ņa im Punkt 3 ableiten: 


eg n 4 M, Ms u A. A 
(7b) | LER; o D lz ; l ) 
a De H o 
H H, k Lë - ly j7 D (ma d 75). 


Damit haben wir die vier Durchbiegungswerte ermittelt. Zu beachten ist, 
daß in Gl. (5a), (5b), (7a) und (7b) die Größen Cip Cips CH: und Ch, 
die gedachten Auflagerdrücke infolge der Last p allein in den Punkten 1, 
2, 3 und 4 des statisch bestimmten Gelenkträgers nach Bild 4 bedeuten. 
Die Größen Mp Ms, Ma, M, sind aber die tatsächlichen Biegungsmomente 
in den Punkten 1, 2,:3 und 4 des Versteifungsträgers: 


C. Berechnung der Momente M,, ...M,. 

Aus Gl, (5) u. (7) erkennt man, daß der stellvertretende Versteifungs- 
träger einen Durchlauiträger auf elastisch senkbaren Zwischenstützen 
darstellt, wobei die Stützensenkungen aber nicht den Auflagerdrücken 
proportional sind, wie es beim gewöhnlichen Durchlaufträger auf elastischen 
Stützen der Fall ist. Obwohl der stellvertretende Träger wie bereits 
erwähnt — innerhalb der Strecken Al, 23 und 4B nicht nur durch die 
Querlast p allein, sondern auch durch die Last A PR, und den gedachten 
Axialzug H belastet ist, kann er bei konstantem Æ doch wie ein gewöhn- 
licher Balken behandelt werden", 


Bild 5a bis d. 


Für den Durchlaufträger gilt ganz allgemein 
(8) Tir—1)r Mr—i t trr M, + Tir A nr Mr+ı =—(¢, ii R,). 
Darin bedeutet 


©) R;= TH 


| 1 1 
a, e 


I, r +1 


und & oder x sind die Tangentendrehwinkel infolge der Belastung oder 


Ir + 1 


M=1. Im vorliegenden Fall lautet das Gleichungssystem folgender- 
maßen: 
| |M |m | | Mm, | Sa 
Lis Ta =— (C 
(10) 2 Se = Tag A e $ S 
| 3 | Tag | Taa | Tia | =— (Cs + R3) 
4 | Taa | tea | =— (Cs + Rì). 


Das vorstehende Gleichungssystem läßt sich durch Ausnutzung der 
Symmetrie des Tragwerks vereinfachen, indem man folgende Substitutionen 


einführt: 
x ES y _ MłM 
(un 2 io 
| Ne N y — M—Ms 
2 2 A= 5 


Damit ergibt sich, wie man aus Bild 5 erkennen kann, das nach- 
stehend einfachere Gleichungssystem: ; 


e La Las | Bes? 
d 1 | dn da |= E + )+R+R)] 
Geht dpo d =— [C — 6.) + (Ri — R.) 
3 | di | dya omg) (CS; cb GJ iy (R; + Dall 
4 | | dis | du = du? — Dal + (Rə — RAL 


Es sollen nun die Werte d © und R im folgenden nacheinander 
berechnet werden. Von vornherein sei aber bemerkt, daß diese Werte 
später wegen der bequemeren Zahlenrechnung in H-facher Größe an- 
gegeben werden, weil sie alle, wie sich aus der Rechnung ergab, das H 
im Nenner enthalten. 

Die d,,-Werte im obigen Gleichungssystem kann man unmittelbar 
aus Bild 5 entnehmen. Man erhält: 

Í dia m U) 044 = dn — re) zs 2 (r +ô) 


\ d = d zc H fou | d 


(13) 


F 
Darin berechnen sich*) bei konstantem J mit ZS vn HA 


D 
1 2 á Bi = 1 
(14) | WEE ur: A 
2 
| T = f To und T= et Be 
TN Ag 3 


Die G-Werte in Gl. (12) sind die Belastungsglieder des entsprechenden 
Gelenkträgers. Wie bereits erwähnt, wirkt auf den Strecken 4, 4 
und /, nicht nur die Querlast p, sondern auch die Last y” H, und der 


Axialzug H, während auf den Strecken /, und 4 nur p angreift, Dem- 
entsprechend sind die 6-Werte infolge der Belastung p auf den Strecken 
LG und /, genau so zu ermitteln wie beim gewöhnlichen Balken, nur 
müssen sie, wie bereits bemerkt, mit H multipliziert werden. Die 
E-Werte von den Trägerteilen /,, LG und LG setzen sich aus den beiden 
Teilen &(p) und € (y” EL) zusammen, und zwar muß man bei deren 


Ermittlung den Axialzug H berücksichtigen. Es sind *) 
H Ei H Kos H 
(15) | au e a 
C n Wi l; 
l Bel Ap = Bal Holz Ba: ge "Eu 
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eg 


Darin bedeuten 
ne ar ne HR 
(15a) | de CH o eyyi 05 = = 
| Ee bel CH 
Di Da 
Unter Einführung der Abkürzungen &, (p) + ©, (p)= Hr, usw. er- 
hält man dann die Belastungsglieder auf der rechten Seite der Gl. (12) zu 


C LB Wi —H re 


€ BA Du 
(16) d D 
Ca + Cs = Bum Ha e Rz 
Ba — G = Dm, 
Damit sind die Belastungen p und y” H, voneinander getrennt und 
später bei der Ermittlung von X, ...X, brauchen nur die Belastungs- 
glieder €, ... Gu infolge der Belastung p allein ermittelt zu werden, 


Die Ausdrücke (R, + RÄ... (Ra— RÄ auf der rechten Seite des 
Gleichungssystems (12) berechnen sich nach (Gl. (9), indem man die 


Werte o... a der Gl. (5a), (5b) sowie (7a) u. (7b) einführt, Es er- 
gibt sich 
1 F l äer | AR, 
R, + R; =— arm Gr + o +Cm +t SCT? UL Lan a) 
A. 1 ENT 
= E Sea d+m)— Er Wu Am hi 
Res 1 SS VK ei 
Ke SCH Cu + SEN Ciy | o d L, (in F y) 
dg URT a 
SC f (ri + ne ) 
(17) 1 Ko ED 
R, + R= o WE C] SA Com = 3 3 i (+ m") 
Xo i A u 
15 S = D UL ml ei Uh" 
“ga 
1 1 K al D vm 
R,—R,= kt. Cu 9 “ng Ciy ER . L, Dn "kä ) 
A, 1 A Hi 
T nr 23 E ra m”) 
Darin bedeuten die Abkürzungen 
IZ ‚Pa 
DÉI 
H H I, St HI , 
(18) vk? Lie St ES I, Mr, — 99 
j= li; SES l+ 4a un 
i a L,+2a Am L a SZ Set: 
(19) | Ci = Cp t Cip Cu = Wf "Ce 
\ Gu zial C$p Ciy = Glas: 


Führt man nun die Werte (©, + 6,)... und (R, + R,)... der Gl. (16) 
und (17) in das Gleichungssystem (12) ein und bringt jeweils die Glieder 
X... X; in (R; + R)... usw. auf die linke Seite, so geht Gl. (12) über 
in folgende Form: 


xinn 
aP = 1 S 
Lud i ia = Ui ES 4 "Ci = J Sul 7 kı H, 
20), 2 da dr =— [EC 5 Du" 2. Ciy 
ala» p 5 D 1 A 
di aa ER ee z Gmn] H ka Hp 
4 dia dia =— KON + f "Ci d Gel 


Darin sind 


L" 
21 Di 1 
i | Ra ls 2k A4 h 2 

3 | 3 T RL D 


2 ; ` 1 DS 

dia = ds = 0—77 (+) 

doa = Pe 5 Wr A md 
(22) GE 

NEUN all) ER (mn + 24") 


| l 
duu T 3, +) 


` 1 Cap 
tut, mt). 
Zb 


In obigen Gleichungen berechnen sich die ö,,-Werte nach GI, (13), 
Löst man Gl. (20) auf, so ergibt sich schließlich ®) 
ET E Ca H,) Š 
Ci — ma nel" Hm) Ur ma) 


ri 


X= Aan AOV HA 


S i G 
Cin —m,& + Al (ri + ri” md: zu (1 -4 m) 
23 = — = z 
Hi > Ta 
Ka H 
a D 
3 C 
C — m D R ("+ m,) Lie m)» 
Il A “Iy 2 1 | 1 4 2 kV 4/74 
N=— — — — 
g Wa 
` C za Vo 
Sy Ma Cy a Dt äu Ma) N! I Ma) »y 
X = = ; e see ee 
l ` Pa 
Darin bedeuten die Abkürzungen 
y 
m= d me, My SI 
E ? duu 
g N. 
| Bier du miða m= z 
c 
(23a) ei 
Less 5 Ai =s Coa 
Pa = Òs "Dad m, 2, 
, d. 
UN d, — Ms Lë m, = j’ x 
LÉI a 
und R 
(23b) Ki = ki' — M Rg' K= k! — m; ki’. 


Damit ist das Gleichungssystem (12) gelöst, Aus den Werten A, ... A, 
erhält man dann nach Gl. (11) die Biegungsmomente in den Punkten 1, 2, 
3 und 4 des Versteifungsträgers zu 


M = (Xp + X) + X, (y” Hp) = M: (P) + M DI H,) 

En | A ie X) + Xi y" H,)= M (p) + My" Hp) 
| Mı = (Xzp + &,) + X, (DT Holz M: (p) + M, (y" HA 

M = Las —A,)+ A, (2 Hp) = M; (p) + Ms DHA 


Nachdem M, ... M, bekannt sind, lassen sich die Schnittgrößen an 
beliebiger Stelle im Versteifungsträger ohne weiteres ermitteln, Die 
Trägerteile /, und /, sind genau wie ein gewöhnlicher einfacher Träger 
zu behandeln, der durch die Momente M, und M, oder M, und M, an 
den beiden Enden und mitunter noch durch die Querlast p innerhalb des 
Trägers belastet ist. Die Schnittgrößen in Trägerteilen 4, /; und /, setzen 
sich dagegen stets aus zwei oder drei Teilen zusammen; der erste Teil 
infolge des Endmomentes M, oder M, oder der Endmomente M, und Mg 
der zweite Teil infolge der Vollast y” H, und eventuell der dritte Teil in- 
folge der Last p, sofern diese auf dem betreffenden Trägerteil vorhanden 
ist. Hierbei muß man den Axialzug H berücksichtigen, z. B. Bild 6. Die 
Träger mit solchen Belastungen sind in der Dissertation*) ausführlich 
behandelt worden, 


Der vorstehend beschriebene Rechnungsgang gilt für die Schnitt- 
größen, Biegungsmoment und Querkraft, aber nicht für die Durchbiegung 
und den Biegewinkel gegen die Waagerechte. Bei der Ermittlung der 
beiden letzten Größen muß man noch den Anteil infolge der Senkungen 
m.. in den Punkten 1, 2, 3 und 4 berücksichtigen, z. B. für die 
Durchbiegung oder den Biegewinkel an der Stelle x in der Mittelöffnung 

kommt noch das folgende 
K Glied hinzu 


pe A Yy + - m 
lz lg 


Du na 
p 3 
ES ann Eee i ls 
i #  Entsprechendes gilt für die 
Bild 6a bis c. Außenöfinungen. 


D. Entwicklung der Bestimmungsgleichung für H. 

Wir haben die Hängebrücke statisch durch ihren Versteifungsträger 
mit den Querlasten p und y” H, sowie mit dem Axialzug H ersetzt, In 
den vorangehenden Abschnitten wurde gezeigt, wie man einen solchen 
Träger mit elastischen Stützensenkungen berechnet, Dabei haben wir 
stillschweigend vorausgesetzt, daß die Kraft H. (damit auch H= H, + Hp) 
schon bekannt ist, Im folgenden möge der zweite Teil der Aufgabe, 
die Ermittlung von Hy gelöst werden. 

Wir multiplizieren Gl. (2) zunächst mit o, um y” von E, zu trennen 
und dann mit H(H=EJ,82) nm die Werte MF, unmittelbar benutzen 

4 Die Belastungsglieder © für verschiedene Lastfälle enthält die 
Formelzusammenstellung in der unter *) aufgeführten Dissertation. 
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zu können, weil ja das F,, stets die Größe H im Nenner enthält. Damit zu bestimmen. Nach der genauen Ermittlung von H, und A können 
geht Gl. (2) über in dann die Schnittgrößen nach dem in Abschnitt I. C angegebenen Vorgang 
7 berechnet werden, j 


EJ 
(25) HBe- pory GLEB at EJ, pLi —HF,—=0. 


A ER 
KK IV. Entwicklung des Verfahrens für Versteifungsträger 
Die Verschiebungsfläche P, des Hängegurtes in der allgemeinen mit veränderlichem Trägheitsmoment, 

SEH kani man sich, wie Bild 7 ausweist, aus drei In den vorangehenden Abschnitten wurde das Berechnungsverfahren für 
SE g EE SE SE den Versteifungsträger mit konstantem Trägheitsmoment A. J» J} in den 

28) ! Na) Gs HI TIV, Strecken Al, 12 und 23 entwickelt. Im nachstehenden soll der Fall des 
Darin sind F, (s) die Fläche infolge der Senkungen mu no nz und ny beliebig veränderlichen Trägheitsmoments behandelt werden, 
Fy (M) diejenige infolge M, ...M, und E" diejenige der Gelenkträger Für den Versteifungsträger mit veränderlichem J gelten im großen 
ko h und 4. und ganzen die in vorangehenden Abschnitten erläuterten Betrachtungen 


und abgeleiteten Gleichungen. Der Unterschied besteht 
lediglich darin, daß man die Drehwinkel infolge X, —1,,,. 
und die Belastungsglieder €,, ... sowie die Biegefläche e 
auf anderem Wege ermittelt‘), Wegen der Berechnung 
dieser Größen beim Träger mit veränderlichem J sei auf 
das in der Dissertation*) entwickelte Annäherungsverfahren 


$ N > D verwiesen. 

E, le En RR iM) én > E M)ŁE 

7° Tee ar d IE Au ú Die Gl. (1) bis (13) bleiben im vorstehenden Fall 
Fa ungeändert. Die Drehwinkel in Gl. (14) mögen noch die- 


Bild 7. selben Beziehungen A. t; p z und x (Bild 5) erhalten, während 
GI. (16) folgendermaßen umgeschrieben werden soll: 
Der erste Teil der Fläche berechnet sich (Bild 7) nach H 
+, = C (A) + Cr W" Hp) = Cr — GM) 


ni l d H 
Fy, (9) = p Ko t m) h + C + ma) l'l. Zu 
= sie € — D = Cr 
Die Einführung der Werte yı... n, nach GI, (5a), (5b), (7a) und (7b) in (16) H 
obige Gleichung liefert BEN ge C + C = Cm (P) + Cin O" H= Cn = «En (1) 
(27a) H Fy (s)= 5 (Et Cm) +A Fi e ge Er > C — Wa Cy - 
a o gd Darin bedeuten €; (1) oder Go (1) die Belastungsglieder infolge der 
Der zweite Teil beträgt”) ge, Muh’ kA) Vollast 1 Um auf den mit Axialzug M belasteten Trägerteilen Al und AB 
4 
(27b) HF,M)= - :EMIRk=XNıhkh+A,ık oder 23. Man kann deshalb G DÉI HA = . © (1) setzen, weil 
1 2 = 3 g 
1 bei konstantem Axialzug H das Superpositionsgesetz gilt, 


Addiert man Gl. (27a) und (27b) und führt X, und A, nach Gl. (23) ein, 


atz o 21 mi 
so ergibt sich Setzt man nun statt GÍ. (21) 


b s a 2 ` ik e A pi L 99, Bet 0 00, n / A 
(28) H Fi (s) fr HFa (M) Ges 9 (4 Ci + l Cin) + A, D K, T BET a any | oe J ge e h Zei L 
| Ki ek Ky bet a H " vun S | Die ly ` Dill OH L = l 
3 "p Pi RK fa E Ze Ak Thi ) ME 203 e Ae SCH l m j? 
Darin bedeuten die Abkürzungen so bleiben das Gleichungssystem (20), die Lösungsgleichungen (23) und alle 
S , Gh" E HE AN anderen Gleichungen unverändert. Damit ist die Berechnung der Momente 
(29) K=ıhk+- D Ky = l; bat D My, ... M, und der anderen Schnittgrößen im vorstehenden Fall erledigt, 
Der dritte Teil der Fläche ergibt sich*) zu Zur Berechnung von Hp, kann man jetzt wie im Abschnitt II von 
ug 4 BE Aa derselben Gleichung (25) ausgehen, In Gl. (26) berechnet sich die Biege- 
8) HR=FIHF,(p)— AE "Ía la + E ege Lake: z) fläche Æ F, (s) wie früher nach GI. (27a), während der Ausdruck der 
Darin bedeutet PAUSE Biegefläche H Tn (M) infolge der Momente M,, Mp, A, und M, statt 
; a GI, (27b) folgende Form annimmt 
30 EE ti. —. Ge 5 
ee lee GO H F, (M) = X, € (1) + Xa Cm (1), 


Setzt man Gleichung (30) und GI. (28) in GI, (25) ein, und löst sie nach weil die Belastungsglieder (Drehwinkel) Gr (1) und Gu (1) an den Stellen 


H, auf, dann erhält man schließlich die Bestimmungsgleichung für Hp zu 1, 4 und 2, 3 infolge der Vollast 1 t/m gleich sind der Biegefläche infolge 
D š der Schnittgröße X, und X, [nach 


ZAH F e) + ek? Xz p bai N Ok Cm) F 8e x,t E Joea Li dem in der Dissertation”) be- 

(31) H, = e i S Ee e wiesenen Satz 3; Die Biege- 
Er oe 4 Kë Ee EE SE EJ; E fläche F, (M) eines einfachen 

T AE ET AITAN I‘ ah Thi) A 82 DN Ya Pe EgFk "7" oder durchlaufenden Trägers mit 


oder ohne Axialzug H, hervor- 
Damit ist der zweite Teil der Aufgabe, die Ermittlung von M, erledigt, gerufen durch ein Moment A, Um an der Stelle z, ist zahlenmäßig gleich dem 
und das gesamte Problem auch vollständig gelöst"). Im folgenden sei Biegewinkel z,(p) im Punktż infolge der Vollast p Um (zahlenmäßig p = ML 


kurz auf die praktische Anwendung des Verfahrens hingewiesen. Damit geht GI. (29) über in 
= I D 
II. Praktische Anwendung des Verfahrens, | KE =6&()+ CH (y — h") 
Wie die Ergebnisse der vorangehenden Abschnitte zeigen, ist die (29y 1 
Berechnung des vorliegenden Hängebrückensystems im wesentlichen wie | K; =Cm(1)+ A Du 
diejenige der Hängebrücken mit durchlaufenden Versteifungsträgern auf S d 
starren Zwischenstützen, Aber die praktische Durchführung der Be- Der dritte Teil der Biegefläche nach Gl. (30) sei im vorliegenden Fall 
rechnung ist viel umständlicher, weil jeweils fünf statisch unbestimmte kurz bezeichnet mit: 
Größen Xp Ay, Ay, X, und A, ermittelt werden müssen, Während man (30) H F° = S1 HF, (p) + H F, (y" Hp) 
es bej der entsprechenden Hängebrücke mit starren Zwischenstützen nur ! g H, 
mit drei solchen Größen, nämlich mit zwei Stützenmomenten und der =31 HF, (P) 2 HE. r.Fd). 
r = i 


H,-Kraft, zu tun hat. Die Berechnung wird sehr langwierig werden, wenn 
man für jeden Verkehrslastzustand zunächst H. genau ermitteln und dann N GE 
die X-Werte berechnen will. Denn Gl. (23) für jedes H H. + H. zu lösen, Jlasteten Gelenkträger Al, 23 und 4B infolge der Vollast 1 t/m. 


Darin bedeutet F, (1) die Biegefläche der durch Axialzug H be- 


erfordert viel Rechenarbeit, weil man die Beiwerte nach GI. (23a), (23b), Die Einführung der Gl. (27a), (27b)' u. (30) in GI. (25) liefert 
(21), 22), (13) und (14) jedesmal neu ermitteln muß, Praktisch P 
empfiehlt es sich, zu jedem Lastfall G1. (23) und GI. (31) ZIHF (HA, KU + Aas Ko + a (hrt h COmMent EJ aLi 
für zwei angenommene H-Werte, z. B. H=H, und ' BS wich 7 e E E 
3 j BE im El; E KK, KEN 
x REA P Dr BAR BCE , D E, e em Ed lee Ge 
H=H,+ 5: max H,, zu lösen und die richtigen Werte Bi Fr DLF DHB; EFÈ pL Si 26 a 


von Hp» Xir sı. X, durch geradlinige Zwischenschaltung®) 
=E Damit haben wir den Fall des veränderlichen Trägheitsmoments 
5) Die Werte HF, für verschiedene Lastfälle sind inder unter *) an- vollkommen erledigt. 

gegebenen Dissertation zusammengefaßt. — s ? e 
%) s.a, Neukirch, Ingenieurarchiv 1936, S. 140 (mit drei Werten), ?) Im vorliegenden Fall kann man auch diese Werte in H-facher 

und Stüssi, Abhandlungen der I.V. DH. Bd. 4 (mit zwei Werten). Größe ermitteln. 
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Wie aus vorangehenden Ableitungen zu ersehen ist, braucht man nur 
die Drehwinkel infolge der X-Werte und die Belastungsglieder €; (1) 
und Gu (1) sowie die Biegefläche PU) infolge der Vollast 1 Um auf den 
Gelenkträgern A1, 23 und 4B und die Belastungsglieder © (p) sowie die 
Biegefläche P. (mt infolge der Last p nach dem Annäherungsverfahren zu 
ermitteln. Außer € (p) und P, (p) sind diese Größen jedoch nur einmal 
für ein beliebig gewähltes M zu berechnen, da sie unabhängig von p 
sind und ferner der Änderung von H leicht durch die Abänderung der 
Multiplikatoren a Rechnung getragen werden kann. Die Werte € (p) 
und F,(p) infolge p müssen für jede Laststellung p ermittelt werden, aber 
auch nur einmal für ein beliebig gewähltes H Was den weiteren prak- 
tischen Rechnungsgang anbelangt, so gilt das unter III Gesagte auch für 
den vorliegenden Fall. 


V, Entwicklung der „beschränkten Einilußlinien“*). 

Der allgemeine Vorgang*) zur Ermittlung der beschränkt gültigen 
Einflußlinien einer beliebigen Hängebrücke nach der Theorie Il, Ordnung 
ist folgender: 

l. Ermittlung der Einilußlinie für die betreffende Schnittgröße des 
stellvertretenden Trägers mit Axialzug H. Dies entspricht der 
Teilbelastung p. 

2, Berechnung dieser Schnittgröße infolge der Vollast y” 7, unter 
Berücksichtigung von H Daraus ergibt sich der zweite Ast 
der Einflußlinie, der stets gleich ist den mit einer Konstanten 
multiplizierten Ordinaten der H,-Linie. 

3. Addition beider Linien liefert die gesuchte beschränkte Einfluß- 
linie. Die Auswertung der Einflußlinie hat jedoch nur mit der 
Verkehrslast p zu erfolgen. 

Im folgenden möge der Rechnungsgang bei der Ermittlung der 
beschränkten Einflußlinien verschiedener Schnittgrößen im einzelnen 
erläutert werden. 


1. Die beschränkte Einflußlinie für H. 
Sie berechnet sich (ohne Temperaturwirkung) aus 
4H Fy (P) is X, p Lo Ek Jan Ky ap 5 (4 Ci Er LN Cm) 
H, = — px An 
Darin ist N’ der Nenner in Gl. (31) oder (81y, der konstant bleibt, sobald 
die Axialzugkraft H, die der betreffenden Einflußlinie zugrunde liegen soll, 


gewählt ist, 
Der erste Summand im Zähler A P, (Um ist im vorliegenden Fall die 


Biegefläche der Gelenkträger Al, 23 und 4B infolge einer wandernden 
Einzellast P=1. Für Träger mit öffnungsweise konstantem J können 
hierfür der Dissertation*) die fertigen Formeln entnommen werden, Für 
Träger mit veränderlichem J läßt sich diese Größe leicht nach dem in 
der gleichen Arbeit bewiesenen Satz 2 ermitteln. Dieser lautet: Die 
Biegefläche 7, (P; eines einfachen oder durchlaufenden Trägers mit oder 
ohne Axialzug Æ, hervorgerufen durch eine Last P, (in Tonnen) an der 
Stelle z, ist zahlenmäßig gleich der Durchbiegung o, (o) im Punkt 7 infolge 
der Vollast p t/m (zahlenmäßig p= P). Im vorliegenden Fall ist also 
p= l t/m, 

Der zweite und dritte Summand X, „ und A, „ berechnen sich nach 


Gl. (23). Die darin vorkommenden Ausdrücke ©; und Gu (Biegewinkel 
infolge einer Einzellast P =1) sind nach dem Gegenseitigkeitssatz gleich 
der Biegelinie infolge A —=1 und X,=1. Bei Trägern mit konstantem J 
kann man aus der Formelzusammenstellung in der Dissertation *) die fertigen 
Formeln für diese Ausdrücke entnehmen, Im Falle des veränderlichen 
Trägheitsmoments lassen sie sich nach dem Annäherungsverfahren*) be- 
rechnen. Die Größen X, und X, sowie p) und p, sind leicht zu ermittelnde 
Festwerte, nachdem der Axialzug H festgelegt ist, während die Berechnung 
der Auflagerdrücke Cr und Cum des Gelenkträgers infolge der Einzellast 
P=]1 keiner weiteren Erläuterung bedarf, 


2, Die beschränkte Einflußlinie für M,, ... My 

Man ermittle nach Gl, (23) zunächst die Linien von A, m Xz p A, 
und X,. Das entspricht der Teilbelastung p. Die Ausdrücke Gi, Gu, 
Gu und Gy sind, wie bereits erwähnt, die Biegelinien infolge dieser 
Größen. Für den Fall konstanten Trägheitsmoments enthält sie die 
Formelzusammenstellung der Dissertation®) und für den Fall veränder- 
lichen Trägheitsmoments können sie nach dem Annäherungsverfahren *) 
ermittelt werden, Die Auflagerdrücke Cj, Cu, Gm und Cry des Gelenk- 
trägers infolge P=1 lassen sich leicht berechnen, und die Größen p und m 
sind, wie gesagt, konstante Werte für ein bestimmtes M, 

Der zweite Ast der Einflußlinie für X, oder X, ist gleich der schon 


Ky d 


I oder => 


ermittelten M -Linie mal dem Multiplikator K 
Kë Ke 
Nach der Ermittlung von X}, ... A, sind die Einflußlinien für My Ms, 
M, und M, nach Gl, (24) bekannt. 


8. Die beschränkten Einflußlinien für Schnittgrößen M und Q. 


A. In den Trägerteilen 12 und 34, Wie bereits erwähnt, gilt für 
diese beiden Strecken die einfachere Differentialgleichung (la), und diese 
beiden Trägerteile sind wie ein einfacher, gewöhnlicher Balken mit nur 
Last p und den Endmomenten M, und M, oder M, und M, (siehe oben) 
belastet zu behandeln. Genau so ist bei der Ermittlung der Einflußlinien 
für die Schnittgrößen dieser Trägerteile vorzugehen. 


B. In den Trägerteilen Al, 23 und 4B. Auf diese Trägerteile greifen 
die Querlasten p und AT H, und der Axialzug H an, daher muß man 
bei der Ermittlung der Einflußlinien der Schnittgrößen in diesen Strecken 
sowohl p und vi 7, als auch H berücksichtigen. Die Einflußlinien kann 
man entweder nach Bild 8 für p und für y” H, wie eingangs erwähnt, 
ganz getrennt berechnen, oder man zählt nach Bild 6 die Endmomente 
infolge p und y” H, zusammen und trennt dann für den einfachen Träger 
die Lasten p und y” A,- Es kommt dasselbe heraus. 

Im ersten Fall setzt sich die Einflußlinie einer Schnittgröße, z. B. M, 
in der Mittelöffnung, nach Bild 8 aus drei Teilen zusammen, Der erste 


e Ast ist die Einflußlinie 
ee m 


eines einfachen Bal- 
GË 


kens mit Axialzug H. 
Me ( GU Nh (Din, 


Der zweite Ast rührt 

von den Endmomenten 
J eher: 
A A 


M,(p) und M,(p) her, 

und ist gleich der 

M;(p)-Linie mal einem 
Multiplikator plus 


az M,(p)-Linie mal einem 


e ) < = ann naauu nun un ann an van nn nun nn nun un nen neun una > 


"line # Multiplikator. Diese 
Bild 8a bis c. beiden Äste zusam- 
men stellen die Teil- 


belastung p dar. Der dritte Ast ist gleich der #,-Linie mal einem 
Multiplikator Km weil das Moment A. im Bild 8c infolge der Vollast 
Y” H, und der Endmomente M, (y" F) und M,(y"H,) sich zu A, — un, H, 
ergeben wird. 

Im zweiten Fall setzen sich die Einflußlinien auch aus drei Teilen 
zusammen (Bild 6), Die Berechnung ist im großen und ganzen wie im 
ersten Fall. Nur werden hier, z. B. für M, in der Mittelöffnung, die My- 
und M,-Linien statt der M, (p)- und M, (p)-Linien benutzt, und der Multi- 
plikator im Bild 6c wird ein anderer sein als der im Bild 8c, 

Auf die Ermittlung des ersten Astes der Einflußlinie und die Be- 
rechnung der einzelnen Multiplikatoren beim Träger mit konstantem und 
veränderlichem J können wir hier nicht näher eingehen und möchten auf 
die Dissertation verweisen. Die vorstehende Darlegung gilt entsprechend 


für die Querkraft und für die Trägerteile Al und 42, 


4. Die beschränkten Einflußlinien für die Durchbiegungen 
und die Biegewinkel, 

Für die beschränkten Einflußlinien der Durchbiegung und der Biege- 
winkel kommt außer dem oben Gesagten noch die Berücksichtigung der 
Senkungen o... ge in den Punkten 1, 2, 3 und 4 hinzu, wie schon unter 
I. C erwähnt ist, Die Linien von my ...n, lassen sich aber nach Gl, (5a), 
(5b), (7a) u. (7b) ohne weiteres aus der A -Linie und den Linien von 
My ... M, ermitteln, 

Zahlenbeispiel, 

Im folgenden möge eine Hängebrücke nach Bild 9 berechnet werden. 
Kabel Fp = 0,67 m? E, = 1550 Hem? 
Versteifungsträger , are J= 11 mt E = 2100 Hem? 

Last je Tragwand . gi = g= HD Um p= 15 Um. 
Es ergab sich: 


Man ermittle zunächst die Festwerte in Gl. (18). 

ua = 0,960 
w = 1,083 
sy” = 1,040, 


m, = 0,943 


m 
20 — 


Weiter wähle man zwei H-Werte, um damit Gl, (23) u. (31) aufzulösen, 
Im vorliegenden Fall seien 
, BE ne: ) 
SZ, =S e E 
H, 21000 t (5; = st 
H, = 28 000 t (max H, œ 111509). 
Wir wollen im nachstehenden die Zahlenrechnung für H = 21 000 t 
zeigen. 
H __ 21000 
EJ: 21.10%-.11 
ga 0,953 » 107° 


L x 
at — -2 . 8 — 3,4308 


— 0,9091 -107 4 


B= p = 


ky = 0,7091 


2 
GER 3— 1,1913 kı = 0,3025 
e a 
K=khti: K = 0,9191 


Tg xa = 0,9979 
Nach Gl, (14): 
ð = 0,0909 . 107? 
7, ,— 0,5694: 107* 


Ta 2 ~, = 0,9831. 


z = 0,9510 . 107? 
9 


z= 06772. IOC, 
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Nach GI, (13) u, (22): 
di, = 4959.107? 
ðf, = 5,822. 107? 


ð! — 4,892 . 107? 
di, = 4,985. 107? 


dia = — 3,335 » 10? dis e 10. 
Nach Gl. (23a): 
m; = — 0,6266 pı = 2,869 « 10? 
m, = — 0,6725 ya 3,079 « 1072 
m, = — 0,6825 a — 2,570. 107? 
m, = — 0,6954 ga = 2,619.107%, 


Nach GI. (21), (23b) u, (29): 
ki' = 0,3747 Kı = 0,5709 
k; = 0,3132 K, = 0,5052 
Der Nenner in der Bestimmungsgleichung (31): 
9 4 


K,' = 189,38 
K,' = 389,30. 


: et 3 Afh = 41617 
J BET E NI ls 5765 
e 
Se Ki 
E a í Ko =— 8987 
OI SZ: 
KK, 1 Ka Ky — — 10 909 
P Ta 
E E 2 408 
| = St) ð — EK 
Er Fk 
N= 2984, 


Man erhält schließlich nach GI. (23) 
X =X p kt H,) 
= [— 34,855 Čr — 21,841 fum + 8,086 Cı — 6,485 Cm] + 19,892 H, 


Xy = Xyp T Aa) H) 

= [— 32,478 Cr — 21,841 © — 3,784 Cı + 5,310 Crn] + 18,350 H, 
X, = — 38,911 Cr — 26,555 Ey + 8,035 Cu — 5,914 Ciy 
X, = — 38,182 Ciy — 26,555 Cır — 3,971 Cır -+ 5,594 Ciy 


und nach GI. (31) 
10! 4, = 0,3345 34 H Fy + 63,30 X, p + 130,20 X3, 

L 627 C + 1844 Cu -t ef 
x,t EJ pa Li 


worin H; =— N — z 244 t 
für t= +- 259°C beträgt, 
Auf gleiche Weise ergeben sich für 7=23000t die ähnlichen 


Gleichungen für X und H, die hier nicht mitgeteilt werden. Damit 
kann man die Größen X und H, bei jedem Lastfall mit Hilfe der vor- 


stehenden Gleichungen ermitteln. Im folgenden wollen wir die Anwendung 
des Verfahrens weiter an Hand der Berechnung des maximalen Biegungs- 
moments max M, im Viertelpunkt der Mittelöffnung zeigen. Der 


Berechnung möge die näherungsweise ungünstigste Laststellung nach 


Bild 10 mit einer gleichzeitigen Temperatursteigerung £— + 25° C 
zugrunde liegen. 

de aly 

Regele b= 420 —— | 

Bild 10, 
(A Ci =C,+C,= 18751 
+ 250 S 

Wie Bi = > = in Cr = Cal C. = - 1875t 


[7 
pa (s TA ) G 2 
27 _ 1530.50 gt ar ER AEN 


A F 720 
3 GER IA, 300° o > re ER 
eeh, e e Me CH 937,5 t Liz G — C? = 2625 t 
Für MA =?21 000t: 
a 3 — 2,8590 Sin 5 2 — 1,968 Gof a 8 = 8,751 
b 3 — 4,0026 Cat $ . Ba AE Gei b 8 = 27,38 


Coj 2x, — 478,2 
Sin 2a, — 4782 


Mit den Formeln aus der Dissertation *®) ergeben sich: 


xa = 3,4308 &of a, = 15,470 


C=0 
J Ph == 1 92 3025 — 567.2 
E= J "k= Ch 15 + 250 - 0,3025 = 567,2 
pa (1 — z) 
Ae SREO Goalien — Coj b p 
É ly B Sin 2x, 
15 478,2 — 27,38 dë 
= 3562,5 — ye ee = STT EE 
2 0,953 » 107? 478,2 


€ pan pp Cofaß—1 
e 0 d Sin? 
15 8,751—1 
— 2625 - E EH EE 
0,953 . 10? 478,2 
Di = C + € = 5672 Cr = Da + C = 2992 
Cu = &, Mu = — 567,2 Cym Da — Bas 1167 


Unter Verwendung der Formelwerte aus der Dissertation“) gewinnt man: 
XH Fy =H F, (Mittelöffnung) -+ H Fy (Seitenöffnungen) 


n a b 
2 ; Sins d, Cof dg 
=E e E ay 2p |a 2 u 
= ` F All d: Coj a, 
pt 1 
+4 
12 Ke 


—=17550. 10+ — 2201.1. 10+ + 1953,1 » 10+ — 19470. 10*= 14964,1 : 10%, 
Die Einführung der obigen Zahlenwerte in die Gleichungen von 
X und H, liefert: 
X1 p= — 34,855 - 567,2 — 21,841 » 2992 -+ 8,086 - 1875 — 6,485 - 4500 
= — 99 139 tm 
X3 p= — 32,478 . 2992 — 21,841 » 567,2 — 3,784 1875 + 5,310 - 4500 
— — 92 762 tm 
A,®)= + 38,911» 567,2 — 26,555 - 1167 — 8,035 +1875 — 5,914 + 2625 
= — 39 509 tm 
X, = — 38,182 . 1167 + 26,555 » 567,2 + 3,971 . 1875 + 5,594 + 2625 
= — 7367 tm 
H, = 0,3345 - 14 964,1 — 63,30 « 9,9139 — 130,20 » 9,2762 
+ 627 -0,1875 + 1844 » 0,4500 — 244 — 3876 t 
X, (y" H) = 19,892 - 3876 = 77 101 tm 
Ju H) = 18,350 - 3876 = 71 125 tm 
ANA, p + AT Hp) = — 22 038 tm 
Jar Xyp t X (y" H, )=— 21 637 tm. 
Auf gleiche Weise erhält man für H — 28 000 t 
X, = — 17861 tm 
H, = 3926 t. 


X, = — 7089 tm 


Es sind 
JH = 28 000 — 21 000 = 7000 t 
JH, — 3876 — 3926 = — 50 t 
JA, = — 21637 + 17861 = — 3776 tm 


<1 X, = — 7367 + 7089 = — 278 tm. 
Die geradlinige Interpolation *) liefert 
H, — 3876 + 50- u = 8876 -+ 50 » 0,5577 = 3904 t 
X, = — 21 637 + 3776 - 0,5577 = — 19 531 tm 
X, = — 7367 + 278 - 0,5577 = — 7212 tm 
Mz = X; + X, = — 26 743 tm 
M; = X; — X, =— 12319 tm, 
Damit kann man My ermitteln. 
Für H, = 3904 t hat man 
i= H, j H. — 3904 -+ 21 013 = 24 917 t 


= 1,0786. 1074 g= 1,0385 + 107? 


1 N. 3,165 

lg 9: Sin—-L3—=316 iia : 
4 l, A = 1,86938 Ein l, 8 = 3,165 8844 0,003 58 
3 el a a 136,30 j 

2 «1, 8 = 5,6079 Sing l, 8 — 136,30 8844 — 0,154 11 


2 xy = 7,4172 Gin? x, — 884,4 
b Bg = 4,3617 Coj ba = 39,20. d 

Das Moment M, setzt sich nach Bild 6 aus drei Teilen zusammen: 
l, Bild 6a 


M- Sin ; "l; 8 + M; -Sin "ha 
in ET 
= — 26 743 . 0,154 11 — 12 319 . 0,003 58 = — 4165 tm 
2, Bild 6b 
eia Cer ba 

ETE y" H, i DIRT" ` B + Sng’ 

= v p) RR: Sin? a Ae 

290 


— — 0,001 3373. (1—0,154 11—0,003 58) — — 37 722 tm 


1,0786 » 10”? 


3. Bild 6c 
Sin $ -1 B + Cof bag, Sin MEy B 
M o= ln = 
of Si Sin 2 æy 
15 


0,154 11 — 39,20 - 0,003 58) — 98 124 tm 


= - 1 
1,0786. 1074 l 


" Zur Ermittlung von M, braucht man X, und X, an sich nicht, 
nur Xip 


Jahrgang 13 Hett 21/22 
4. Oktober 1940 


Klöppel u. Lie, Hängebrücken mit besonderen Stützbedingungen des Versteifungsträgers 


115 


Die Addition der obigen drei Werte liefert schließlich 
max M, = — 4165 — 37 722 + 98124 — 56 237 tm. 
Damit ist max M, berechnet, Auf ähnliche Weise lassen sich auch die 
anderen Schnittgrößen ermitteln, 

Bild 11 stellt die Kurve der größten Momente im Versteifungsträger 
dar. Zum Vergleich ist auch die max M|-Linie*) des Systems mit starren 
Zwischenstützen®) aufgetragen. Aus der Gegenüberstellung der größten 
Momente aus der Berechnung erkennt man, daß sich der Wegfall der 
Zwischenstützen, rein statisch betrachtet, sowohl günstig als auch ungünstig 
auswirkt. Dem Vorteil eines Ausgleichs der Biegungsmomente in der 
Mittelöffnung und der Milderung der sonst beim Versteifungsträger mit 
Zwischenstützen auftretenden Momentenspitzen tritt der Nachteil entgegen, 
daß die größten Momente in den Seitenöffnungen zunehmen. Im großen 
und ganzen konnte der Wegfall der Zwischenstützen, vom Standpunkt der 
Momentenverteilung aus beurteilt, als vorteilhaft angesehen werden. 


-— — Mre = W- O; = 125620 om. 


Ze 
dei = 18 Ph 


On 
700.000 T- 


= — Ad, Mu E Lara 


dystem | 


750 


| 


= #65 00 -= = 


Bild 11. Max|M| im Versteifungsträger. 


Bei der Bemessung von Tragwerken, deren Momentenflächen dadurch 
charakterisiert sind, daß das Größtmoment sehr viel größer ist als das 
durchschnittliche Moment und sich auch nur auf eine verhältnismäßig kurze 
Länge des Balkens erstreckt, liegt es immer nahe, sich des tatsächlichen 
Verhaltens solcher Träger bei Laststeigerungen bis zur Traglast zu erinnern, 
Man kann über diesen Vorgang, der über die tatsächliche Sicherheit der 
Tragkonstruktion mehr aussagt als die übliche Bemessung gegen Erreichen 
der Fließgrenze, nur Aufschluß gewinnen, wenn man sich der verein- 
fachten Plastizitätstheorie bedient, Bekanntlich darf schon im Stahlhochbau 
(DIN 1050) der Durchlaufträger unter Berücksichtigung seiner tatsächlichen 
Tragfähigkeit bemessen werden, Die Hängebrücke eignet sich für diese 
Betrachtung insofern noch besonders, weil das Kabel bei einer solchen 
Untersuchung stets noch ein zusätzliches selbständiges Tragglied bildet, das 
vom Versagen des Versteifungsträgers im Sinne der Plastizitätstheorie 
unabhängig ist, 

Wenn man danach die Vor- und Nachteile der beiden Systeme mit 
dem Maßstab der Sicherheit des Trägers gegen Erreichen ‘der Traglast 
vergleicht, so kommt man, wie die anschließende Untersuchung zeigen 
wird, zu der ganz anderen Feststellung, daß der Versteifungsträger des 
Systems 1 wegen seiner zweifach statisch unbestimmten Lagerung (zwei 
Zwischenstützen) dem System 2 gegenüber ein höheres Tragvermögen 
besitzt, selbst wenn die Momentenspitzen des Trägers nicht durch 
Wau, gedeckt werden, Das bedeutet gleichzeitig, daß den Momenten- 
spitzen über den Stützen keine so große Bedeutung zukommt wie bei 
der üblichen Bemessung, Es soll auch nicht unterlassen werden, darauf 
hinzuweisen, daß im allgemeinen die Unterbringung der erforderlichen 
Laschenverstärkungen über den Zwischenstützen bei System 1 keine 
unüberwindlichen Schwierigkeiten bietet, zumal größere und stärker 
belastete Hängebrücken wohl immer mancher Vorteile wegen zwei- 
waändige Versteifungsträger aufweisen, 

Bild 12a stellt die Stellung der Nutzlast p,=15t/m und die dazu- 
gehörige Momentenlinie für den Fall der größten Momentenspitze über 
der Stützel M; „= — 106300 tm dar. Der Träger möge über den Stützen 


nicht mit diesem Biegungsmoment für a. bemessen werden, sondern so, 
daß er beim Zuwachs der Last von p, auf p, = 1,2 p, zu fließen beginnt. 
Hierfür ist die Momentenlinie im-Bild 12b aufgetragen, und das Moment 
über der Stütze 1 beträgt Mı = — 126520 tm. Aus Ah, — gr W ergibt 
sich mit o= 3600 kg/cm? für St52 das erforderliche Widerstandsmoment 
des Trägers über der Stütze zu 

Mie _ 126520 


Le dp -36000 


= 3,914 m? 16), 


®) Im folgenden wird dieses System zum. Unterschied von System 2, 
das keine Zwischenstützen aufweist, als System 1 bezeichnet. 

10) Der Berechnung lag J—11 mt zugrunde. Hieraus ergibt sich also 
die Trägerhöhe zu 
27 2.11 


i= — ja 


Ebbe 


Damit erhält man das Biegungsmoment, das für die Bemessung nach o. 
maßgebend ist, zu 
Mı = Wo, = 3514 +21 000 = 73 800 tm 


ue für p, zu 


und die Spannung bei M 
d 
oder CH 1,19. 


0,940 
=- - d p= 0,840 dp : 
AH: On 
Wie man sieht, ist das Verhältnis op zu d, (1,19) kleiner als p, zu py 
(1,2), d. h. die Spannung nimmt langsamer zu als die Last, eine alleinige 
Folge der Theorie Il, Ordnung. 


A In 
g 


7 “tm 


el 


H ZS e 


Pr = ttim 


Zil 


KEES Mne Mine 


Bild 12a bis c. 


Es soll nun untersucht werden, wie sich der Träger verhält, wenn 
die Last p nach dem Erreichen von p, weiter zunimmt, Der Untersuchung 
sei ein idealplastisches Zugdehnungs-Diagramm zugrunde gelegt, wie es 
auch in der mathematischen Plastizitätstheorie üblich ist; eine Erörterung 
der Auswirkungen unterschiedlicher Spannungsdehnungslinien oberhalb 
der Fließgrenze und des Verfestigungseinflusses kann also unterbleiben, 
Das bedeutet, daß das Biegungsmoment M, bei der weiteren Laststeige- 
rung konstant bleibt. Man kann mithin die Hängebrücke als eine solche 
behandeln, deren Versteifungsträger über der Stütze 1 ein Gelenk auf- 
weist und dabei links und rechts von der Stütze 1 durch ein äußeres 
Moment M; beansprucht ist. Ein solches System wurde für die Be- 
lastung p=?2p, untersucht, Die hierzu gehörige Momentenlinie ist im 
Bild 12c aufgetragen. Wie aus der Momentenlinie ersichtlich ist, kann 
man die Last noch über 2 p steigern. Denn erst wenn die Momenten- 
linie in zwei weiteren Punkten im vorstehenden Fall wird es etwa 
im Viertelpunkt der Mittelöffnung und in der Mitte der rechten Seiten- 
öffnung zu erwarten sein — das Biegungsmoment M, erreicht, bei dem 
der Querschnitt zu fließen beginnt, ist der Träger labil und sein Trag- 
vermögen erschöpft, 

Wir haben die Untersuchung für den Fall, wenn der Querschnitt über 
der Stütze bei p,—=1,2p, schon zu fließen anfängt, durchgeführt und 
sind zu dem Ergebnis gekommen, daß die Traglast Baan — 2 Pn ist. Wird 
man andere Lastfälle, bei denen sich max M, in den Öffnungen ergibt, 


untersuchen, so ist es auch klar, daß nach dem Erreichen M, 1)= 1,71 max Mp 
u) Die Querschnitte in den Öffnungen seien mit ihren größten 
Momenten nach o. bemessen, so daß es angenommen wird 


M = Ea e max M, = 1,71 max A. 
zu 
Demnach ist das Trägheitsmoment im Gegensatz zu dem der Berechnung 
zugrunde gelegten nicht über die ganze Trägerlänge konstant, und infolge- 
dessen wird die im Bild 11 aufgetragene max M-Kurve eine kleine Änderung 


erfahren, was wiraberin unseren Betrachtungen nicht berücksichtigen wollen. 
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noch eine weitere Laststeigerung möglich ist, weil das Tragvermögen des 
Trägers nicht durch das Fließen an einer Stelle, sondern durch das Fließen 
an drei verschiedenen Stellen beschränkt ist, Anders verhält sich aber 
der Versteifungsträger des Systems 2. Er ist ein einfacher Träger und 
gerät schon beim Erreichen des Fließens an einer Stelle in den labilen 
Zustand. Das Biegungs- 
moment M, bedeutet 
also im Sinne unserer 
Betrachtung gleichzeitig 
sein größtes Tragmorment. 
Hierbei ist von dem 
selbständigen Sicherheits- 
beitrag des Kabels ab- 
gesehen, der für beide 
Systeme gleichermaßen 
zur Geltung käme, 

Die vorgehende Unter- 
suchung hat zur Genüge 
gezeigt, daß das System 1 
hinsichtlich der Sicherheit 
gegen Traglast dem 
System 2 überlegen ist, 
wobei der Querschnitt 
des Trägers über den 
Stützen im ersten Fall nur 
mit einem um Ais grö- 
Beren Biegungsmoment 
(73 800 tm gegenüber 
70000 tm im System 2) 
bemessen zu werden 
braucht. Es sei jedoch 
bemerkt, daß sich die 
angestellte Untersuchung 
nur auf die statische 
Beanspruchung bezieht, 
Hinsichtlich der Dauer- 
festigkeit bei genieteten 
Trägern mit Nietlöchern 
in den äußersten Gurt- 
platten kann sich die 
Plastizität nicht so günstig 
auswirken!2), Es ist also 
zu untersuchen, inwieweit 
bei einer Hängebrücke 
die Bemessung des Ver- 

steifungsträgers auf 
Dauerfestigkeit überhaupt e) 
in Betracht kommt, 

Die vorstehende Ver- 


— el 
out 1030 


M 


Me=-1761 


Ma=-1761 LECH 


max D =186 Pr 


gleichsbetrachtung über 
die Tragfähigkeit eines 
Trägers unter Berück- 


sichtigung der Plastizität 
des Materials wollen wir 
noch an einem ein- 
facheren Beispiel, einem 
gewöhnlichem Durchlauf- 
balken, erläutern. 

Bild 13a stellt die Kurve der größten Momente infolge der gleich- 
mäßig verteilten beweglichen Nutzlast p, eines Durchlaufträgers dar, Der 
Träger sei überall gleich stark nach M, „= Wo, 1030 bemessen, so 
daß die Stützmomente nicht voll gedeckt sind. Zur Untersuchung der 
Tragfähigkeit des Balkens gehen wir vom ungünstigsten Lastfall des 
größten Stützmoments im Punkt1 aus. Die Laststellung De und die 
dazugehörige Momentenlinie sind im Bild 13b dargestellt, Läßt man die 
Laststärke im Bild 13b zunehmen, so wird dasStützmoment bei p, — 1,27 ER 
den Grenzwert M, = 1,71 M= 1761 erreichen, bei dessen Überschrei- 
tung der Querschnitt über der Stütze 1 zu fließen beginnt, d.h, M, ist 


das größte Biegungsmoment, dem der Trägerquerschnitt überhaupt noch 
einen Widerstand leisten kann, Von diesem Grenzzustand ab kann der 


Ma- 1761 
Bild 13a bis e. 


12) K, Klöppel, Schlußbericht der I, V,B.H, 1936, S. 77. 


Träger nach Bild 13d behandelt werden, indem man über der Stütze 1 
ein Gelenk einschaltet und dafür das Moment A. anbringt. Für dieses 
System ist die im Bild 13d skizzierte Laststellung die ungünstigste. Bei 
p= 1,44 p, erreicht der Querschnitt über der Stütze 2 den Grenzzustand, 


und der Träger geht in das im Bild 13e skizzierte statisch bestimmte 
System über, Geht man nun weiter mit der Laststeigerung, so fließt 
auch der Querschnitt in der Mitte der Mittelöffnung bei max p = 1,96 p» 
und der Träger gerät in den labilen Zustand, so daß sein Tragvermögen 
als erschöpft angesehen werden kann, 

Die Festlegung eines Sicherheitsgrades gegen Fließen oder Erreichen 
der Traglast wird natürlich auch von dem Durchbiegungsnachweis bestimmt, 
der für die Nutzlast nach der Elastizitätstheorie durchzuführen ist. 


Schlußbemerkung. 


Das im ersten Teil dieser Arbeit mitgeteilte Berechnungsverfahren 
für Hängebrücken ist auch für andere ungewöhnliche Stützbedingungen 
des Versteifungsträgers anwendbar. So z. B, wenn der dürchlaufende 
Versteifungsträger unter den Pylonen elastisch aufgelagert würde, um 
nur einen Teil des Auflagerdruckes aufzunehmen, der bei starrer Stützung 
an diesen Stellen entstehen würde, Auch bei Einspannungen der Ver- 
steifungsträger in den Widerlagern kommt man mit dem Berechnungs- 
verfahren zum Ziele, 

Zu den Voraussetzungen des entwickelten Berechnungsverfahrens 
gehört auch die Vernachlässigung der Biegesteifigkeit des Kabels. Diese 
Annahme ist allen Berechnungen von Hängebrücken gemeinsam, Ihre 
Zulässigkeit ist nach dem Stand unseres Wissens aber nur auf Grund 
der Erfahrungen zu rechtfertigen. Wenn also Systeme verwendet werden, 
die sich hinsichtlich der Beanspruchung der Kabelbiegung wesentlich von 
den bestehenden Hängebrücken unterscheiden, so ist es wohl unumgäng- 
lich, die Frage aufzuwerfen, ob auch in diesem Falle diese übliche An- 
nahme, die Biegesteifigkeit des Kabels zu vernachlässigen, ohne weiteres 
zulässig ist. Dabei bleibt dahingestellt, ob wir überhaupt imstande sind, 
auf theoretischem oder experimentellem Wege diese Frage zu klären. 
Ganz besondere Beachtung verdient dieser Punkt, wenn es sich um eine 
Hängebrücke handelt, die starken Dauerbeanspruchungen, etwa durch 
Eisenbahnverkehr, unterworfen ist, Von diesem Standpunkt aus gesehen, 
ist das System 2 dem System 1 gegenüber im Nachteil, denn das Kabel 
wird in den ersten Hängestangen nach den Pylonen wahrscheinlich stärker 
auf Biegung beansprucht werden als über dem Kabelsattellager oder dem 
Umlenkungslager, wo sonst bei Hängebrücken nach System 1 die un- 
günstigsten Beanspruchungen des Kabels auftreten. In diesem Zusammen- 
hang verdient ferner der Umstand Beachtung, daß die im Ingenieur- 
laboratorium der T. H. Darmstadt durchgeführten Modellversuche mit dem 
System 2 klar erkennen ließen, daß bei bestimmten Belastungsfällen die 
den Pylonen benachbarten Hängeseile nicht mehr auf Zug beansprucht 
werden. Bedenkt man ferner, daß an sich die Belastung eines solchen 
Hängeseiles im System 2 wesentlich größer ist als bei System 1, so wird 
auch seine konstruktive Durchbildung Schwierigkeiten bereiten, denn die 
Dicke des Hängeseiles ist dann durch die Biegsamkeit begrenzt, die die 
Umschlingung der Kabelschelle erfordert, 

Es drängt sich die Frage nach einem Vergleich der Durchbiegungen 
beider Tragsysteme auf, Eine solche Berechnung, die hier aus Gründen 
der Raumersparnis nicht wiedergegeben werden kann, lieferte für die 
Durchbiegung der Viertelspunkte in der Mittelöffnung folgende Werte: 


y = 3,866 m 
System 2: ny = 8,751 m. 

Der Unterschied beträgt Any — 2 Da, Hinsichtlich der Größe der 
Durchbiegungen sind also beide Systeme nahezu gleichwertig. Die 
Krümmungen des Versteifungsträgers sind natürlich nach diesem Ergebnis 
bei System 1 größer. Von größerer Wichtigkeit dürfte aber für manche 
Hängebrücken (z, B, mit Eisenbahnverkehr) der Vergleich der „Weichheit“ 
beider Systeme sein, worunter ohne nähere Begriffsformulierung die Aus- 
bildung von Schwingungen des Trägers bei einer Zugüberfahrt verstanden 
sein soll, 

Bei der vorliegenden Betrachtung kam es nicht darauf an, alle Vor- 
und Nachteile der beiden Systeme zu vergleichen, denn es müßte dann 
natürlich auch noch auf konstruktive Fragen eingegangen werden, die vor 
allem bei großen Hängebrücken für die Ausführbarkeit gewisser Kon- 
struktionsteile von ausschlaggebender Bedeutung sind. Es sei also aus- 
drücklich darauf hingewiesen, daß die auf den Berechnungsergebnissen 
durchgeführte Gegenüberstellung keinesfalls erschöpfend ist. 


System 1; 
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In sich verankerte Hängebrücken mit waagerecht festgehaltenem Gurtscheitel. 


Von Prof, Dr. Friedrich Hartmann, Wien. 


Die großen Biegemomente und Verformungen der Hängebrücken bei 
einseitiger Belastung sind in der waagerechten Verschiebung des Hänge- 
gurtscheitels begründet, die zur Folge hat, daß sich der Gurt und mit 
ihm der Träger einer Brückenhälfte hebt, in der anderen senkt. Im 
folgenden wird untersucht, welche Wirkung eine feste Verbindung des 
Gurtscheitels mit dem Träger hat. Durch diese Verbindung ergibt sich 


bei einseitiger Belastung eine neue statisch unbestimmbare innere Kraft Y 


zwischen Gurt und Träger, die natürlich waagerecht wirkt. Bei der in 
sich selbst verankerten Hängebrücke entstehen hierdurch keinerlei waage- 
rechte Stützkräfte, hingegen in einer Brückenhälfte eine Vergrößerung 
des Druckes im Träger. Die Biegemomente in den Viertelpunkten werden 
aber beträchtlich verringert, wenn der Gurtscheitel nicht zu hoch über 
dem Träger liegt. Bei symmetrischer Belastung ist natürlich Y = 0, 


Bei Hängebrücken, deren Gurt in besonderen Widerlagern verankert 
ist, brächte die Verbindung von Gurtscheitel und Träger keinerlei 
Vorteile, sondern nur Nachteile, über die am Schlusse dieser Abhandlung 
berichtet wird. 

Im folgenden wird eine Hängebrücke nach Bild 1 für halb- 
seitige Belastung behandelt. Sie ist zweifach statisch unbestimmt 
nach H und Y, Zur Abkürzung wird der statisch bestimmte Fall mit Y-=0, 
H = 0 (durchschnittener Gurtscheitel) als Tragwerk I, der einfach statisch 
unbestimmte Fall (H = Ma Y=0) als Tragwerk II und der hier zu be- 
handelnde Fall mit H und Y als Tragwerk III bezeichnet, Die Verankerung 
des Gurtes erfolgt im Abstand © unterhalb der Trägerschwerachse. In 
gleicher Höhe liegen die Gelenke, mit denen die Träger an den Pylonen 
verbunden sind, 

l. Berechnung des Tragwerks II (H= H, Y=0) als Grund- 
tragwerk für den Fall III. Es handelt sich also hier um die gewöhnliche 
Hängebrücke, Durchschneidet man den Gurtscheitel (Tragwerk I), so erhält 
man die Elastizitätsgleichung für Tragwerk II: 


(1) Ho dan + dan duc D 


Ri p Sp 
Inn 


Die ð sind gegenseitige Verschiebungen der Schnittstellen, positiv bei 
Überschiebung, also z.B. für zwei Zugkräfte 1 (Hilfsangriff), Beziehen 


sich M und N auf die Belastung p, M und N auf den Hilfsangriff im 


Tragwerk I, so ist $ e 
MMax , [RNAs E e 
N EJ | 5 EF m Lol 
Nds 


Dax f 
Re 2 gl e 


Da Momente nur im Träger entstehen, ist hierfür ds durch dr ersetzt 


d 
H, a ht 


(2) Dass 


worden, Der Einfluß der Längenänderungen der Pylonen und Hänge- 
stangen wird wie üblich vernachlässigt. Der Hängegurt ist parabolisch 
(allgemein le a. Man erhält mit 
(3) N=—1l(y+o) m—=y?+2yc-+ 2 
J 
(4) Ae? 
` 8 fel 4 
allg... (Me dx= 15 + 3 afle 4l 
Ù 
und daher für alle Felder 
e er. N aere EE St SN 
6) | EI i ISAS (1 +2/- cl SEI 1+2j- s7) 
Gë ` 
Ze EJ (l4-27h)- 


Der Hilfsangriff M= 1 bewirkt im Gurt die Zugkraft N= 1. Si 
und im Träger die Drnckkratt X =— 1, 
Für den Gurt ist also, wenn £ die ganze Gurtlänge bedeutet: 
N N x 
A Nds (ës ds ds \8 dx 
(6) J EF =| (3; Ef d | gel Leg 
u Ö ù 
Fg ist der Gurtquerschnitt. Bei Kabeln ist Fo = Fpa unveränderlich, 


Bei Spiraldrahtkabeln ist das Dehnmaß E,, = (E= 2100 t/cm?), Bei 


Ketten ist Fo = Pr ds veränderlich mit 7,, als Scheitelquerschnitt. 


Bild 1. 
Man hat somit zu unterscheiden: 
g g 
“Me, ds 1 Y deu Gr 
N ee ( | ds e 
d EF Era Fra, dx) Eka Fn 
D 


D 


~ KI? ds 1 ` ds y Yke 
II für Ketten: | EF "Er, Ex Ges ER . 


0 


Man erhält nach Bohny'!) mit n = d und z4 d 


nungen nach Bild I 1 


und den Bezeich- 


D äi an > un?) + 24 lees + = ac 
(10) A= d + Ge - n?) +21, (sec? + 5 aal 


Sind die Träger in den Seitenfeldern nicht angehängt, so ist fi =0 und 
daher auch n, = 0 zu setzen, 


Für den Träger mit den mittleren Querschnittsflächen Fp und F} y Ist 
eds I 21 

11 = ën I. 
(11) f Er Eh RR 


Somit wird der Nenner von GI. (2) allgemein 


"Mm? dx eae SEN anA 
u J EJ db re) 


N EN Le R 3 : 
all de a E TER ‘ER TER 


a) Belastung der rechten Brückenhälfte mit p erzeugt im 
Tragwerk I die in Bild 2 dargestellten Momente M. A, ist für halbseitige 
Belastung halb so groß als für Vollbelastung. Im letzteren Falle verläuft 
sowohl ® als auch der Teil (—y) von W [G1. (3)] in allen Feldern parabolisch. 


+ le! "2 ege, TERRIT 21, 
\ 


1) Bohny, Hängebrücken, Berlin 1934, Wilh. Ernst & Sohn, 
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Sind zwei Parabeln mit den Ordinaten y, und o den Pfeilhöhen £ und &, 
bei gleicher Sehnenlänge a gegeben, so wird 


Bo N, 
(13) Inmax=-5- 4b. 
0 
In unserem Falle ist für das Mittelfeld a—1, & — Be g= Fent 


sprechend MW nach GI. (3)], daher 


das entsprechende Integral für das 
3 
Mittelfeld — d 


pE .fl=— pEF Mit dem zweiten Teil (—c) von 


15 Lë, 

2 3 
W erhält man n BE E ‚ im ganzen also für Voll- 
belastung 3 8 12 

mar NAER a DR ‚pro Bier 
a Tenue (PR t DECH Et E, 
für halbseitige Belastung die Hälfte hiervon, 
2 


17 


Bild 3. œv 
Das zweite Zählerglied in G1. (2) wird Null, weil die Belastung p im 
Tragwerk I keine Normalkräfte erzeugt, weil also N= OQ ist. 


Bild 3a bis d. 


die gegebene Belastung nach Bild 3 einfach statisch unbestimmt nach H. 
Durchschneidet man in Sç und bringt die eine Hälfte der in Sg wirkenden 


Kraft 1 an der linken, die andere Hälfte an der rechten Gurthälfte an, 


SL 
ern erhält somit, wenn Zähler und Nenner mit Bi multipliziert so ist im linken Teil 4, —= — > im rechten Teil H, = + + wirksam, 
Sr 3 CR Eine gegenseitige Ver- 
(p: (1 +2j. A ) -> Sp pr (1 2j. l ) schiebung der beiden Gurt- 
(15) H,,— | UE eh, = L = teile in Sç findet nicht 
SE ET E Dan AA , Je lı pand ) A 15 EJ, ENER EECH statt, weil sich beide Hälf- 
Ka 2r FEI Bf: \ cl 86, Ffol 8r? (F Gei ten um dasselbe Maß 
nach links verschieben, 


b) Wärmeänderung erzeugt nur Spannungen, wenn verschiedene 
Teile des Tragwerks verschieden erwärmt sind. Das ist der Fall, wenn 
der Gurt, von der Sonne bestrahlt, um /2° wärmer ist als der unter der 


Fahrbahn im Schatten liegende Träger. Mit EE ist das dritte 
Zählerglied der G1. (2) K 
g 


"/ds\2 
(16) fh XES = afia) dx= Htl, 
Ò 


Nach Gl. (8) ist 


(16a) Nr 
Bezeichnet man den Nenner von Gl. (15) mit N,, so ist 
15 Eis 28 
Géi? ei BEIM 


2. Berechnung des Tragwerks Ill. Bei fester Verbindung 
zwischen Gürtscheitel S und Träger entsteht im Scheitel eine waagerechte 
innere Kraft Y, die bei rechtsseitiger Belastung am Gurt nach links, am 
Träger nach rechts wirkt, Löst man die Verbindung, so entsteht Trag- 
werk II mit den getrennten Punkten So (Gurt) und S, (Träger) nach Bild 3, 
Ist bei rechtsseitiger Belastung p die gegenseitige Verschiebung dieser 
Punkte de und unter der Wirkung des Hilfsangriifs Y=1 (zwei ent- 
gegengesetzt wirkende Kräfte 1. in Sọ und S, nach Bild 3) d so ist 
SCH 
duu 


Dabei sind beide ô positiv gedacht, wenn Sg links von Sp liegt. 


ui 


(18) Fee 


a) Berechnung der Momente und Normalkräfte für den Hilfs- 
angriff Y=1 im Tragwerk II (Bild 3). 

Im Gurt wird in der rechten Hälfte eine Zugkraft wirken, deren 
waagerechte Seitenkraft - HAT sei, während in der linken Hälfte eine 
Druckkraft mit — HI vorhanden ist. Diese Kräfte übergehen an den 
Enden des Gurtes mit entgegengesetztem Vorzeichen in den Träger und 
finden in Brückenmitte durch die in S, wirkende Kraft 1 ihren Ausgleich, 
Das feste Lager des Trägers (im linken Pylon) erhält hiervon keine 
waagerechte Kraft. Wirkt im parabolischen Hängegurt allgemein eine 
Zugkraft H, so entstehen in den Hängestangen Kräfte, die man als gleich- 
mäßig verteilt ansehen darf, und die für die Längeneinheit sind: 

H 8 H 
ug f fi, 


im Mittelfeld s = 5 A E 


im Seitenfeld s, = 


Ist H eine Zugkraft, so wirken die s am Gurt nach abwärts, am Träger 
nach aufwärts, bei Druck entgegengesetzt (Bild 3). 


Das Tragwerk ist für 


Es ist daher in GI. (3) d H und daher auch die statisch unbestimm- 


bare Kraft H —0. so daß im Tragwerk II dieselben Gurtkräfte wirken 


wie im Tragwerk I, Es ist also 
t 1 vr 1 
(20) Reeg E rar: 
Die Hängestangenkräfte sind für die Längeneinheit nach GI. (19) links 
s= 4 e? und s = A ‚ rechtss—— Ar und s, = — - 1 R ; das posi- 
2 K 2 


tive Zeichen bedeutet, daß die s am Träger nach abwärts wirken (Bild 3a), 
Die Biegemomente M, verlaufen parabolisch nach Bild 3b, 
Auf den Träger wirken jedoch noch die außerhalb der Achse an- 


greifenden Normalkräfte, wodurch die Momente M, im Tragwerk I ent- 
stehen, die auch für Tragwerk II gelten, da dieses dieselben Gurtkräfte 
hat wie (Bild 3c u. 3d), 


b) Berechnung der gegenseitigen Verschiebung 4 
im Tragwerk Il, 

SM Al 20 d "NNds 

yp E BIT 

Die Momente vom Hilfsangriff sind M =M, +M,. Die Momente der 


Belastung N dürfen bekannterweise auch dem statisch bestimmten Trag- 
werk I entnommen werden. Es sind dies dieM nach Bild 2, die im 


Mittelfeld gespalten werden in M-+M”. ` Spaltet man auch M, in 
M + M,” nach Bild Ab u, c, so ist 


Jade TO, + My MW Lade 
= [(M, m + M, M + My W + MM" + Ma W LAT gl e, 
Bild 4 zeigt alle in Betracht kommenden Momente, 


Da im linken Seitenfeld M = 0 ist, entfällt das entsprechende Glied. 
Für das Mittelfeld sind alle Kombinationen Null, in denen symmetrische 


mit antimetrischen Momentenlinien verbunden sind, also M, Mm, AA Mm 
und M,” MW. Daher ist 


vm IO, (18)] 


(21) 


v2 1/2 


v2 l 
SMN dx= [M M" dx + [My Mm" ax + [M W dx + MM” dx 
0 0 D 0 


h 
+ [MN dx. 
U 


Die Integrale lassen sich durchweg in der Form AG og darstellen, 
wenn 5 die größten Ordinaten der betreffenden Momentenlinien sind, 
a die Längen, über die integriert wird, und a einen Zahlenwert bedeutet, 
Bild 5 gibt eine Darstellung der Kombinationen mit den „-Werten, 
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Die Momente im Träger sind vom Eigen- 
gewicht 
(25) Mg =— H; 6, 
von halbseitiger Belastung 
(26) M, =M— H, pY +) +Y (M4 M): 
Wärmewirkung. Gleichmäßige Wärme- 
änderung in allen Teilen bewirkt keine Span- 
nungen, da das Tragwerk statisch bestimmt 
gelagert ist. Erwärmt sich der Hängegurt um 
JE mehr als der Träger, so wirkt sich das 
in H. aus [(Gl. 17). Y wird hiervon nicht 
beeinflußt, denn ein Wärmeunterschied von 
JE ist dasselbe, als wenn der Träger un- 
erwärmt bliebe und nur der Gurt sich um /£° 
erwärmte. Im Tragwerk II erfährt dann der 
Träger und seine Lager keine waagerechte 
Verschiebung, und der Hängegurt verformt 
sich symmetrisch zur Brückenmitte, Der Gurt- 
scheitel bleibt also auch in Ruhe, Da somit 
keine gegenseitige waagerechte Verschiebung 
der Punkte Sọ und Sp stattfindet, ist Y,— 0. 
Beispiel, Kettenbrücke aus Stahl St 52, 
I—=240, f=24, 4=60 m, bs (Seitenfelder 
nicht angehängt), Trägerhöhe A,—4 m, J= A 


E, 
x 
R 
D 
los 


S 


| 


Bild 5a bis d. 


Damit wird = 1,687 mi Uz Fr=F,r= 0,5141 m? (in den Seitenfeldern sind 
[m "kg 87 f NETTER 2 ECER DIEBE noch Zwischenhauptträger vorhanden,-die sich auf die Endquerträger 
ROT AGI BE SB TR stützen), W, = 0,7425 mi: F,, = 0,34 m?, %, —398 m, h=3,5, c—=0,18m 
1 th eupb 1 Shop vr A- (wird so gewählt, daß schließlich die größten positiven und negativen 
d 3 Lë + E) SE ee BD 7 bh — EEN E E l Momente, die hier nur für die Viertelpunkte berechnet werden, zahlen- 
= = d' mäßig möglichst gleich groß werden), M, = 5250 t, p = 6,85 tm, 
pif 5(h—c) 37A LE ` A0eiz g 
SE TE zk fa EI FE í FürTragwerk II ist nach Gi. (15) für Belastung der rechten Träger- 
g / hälfte mit p 
Das zweite Integral in GI, (21) ist Null, weil im Tragwerk I für Be- en 1027,5 + 14,5 _ 1042 — 9813 t 
lastung p die Normalkräfte M— 0 sind, op 1 + 0,0188 + 0,0002 + 0,0268 + 0,0160 1,062 ~ "= ° 
Somit ist 
> 34,4 
3 = SE , ehäi j — 15° zung ; 
DA dë (i i ie A 3. Ah 1.407. E j- GI. (17) ergibt für J1—15° Ha 1065 324 t; 
nn Ho ipp = 948.9 t. 
p+ 
c) Berechnung dE Verschiebung A, Die größten positiven Momente sind mit H, (pp die größten 
€ Se negativen mit H. zu berechnen. Man erhält im Mittelfeld für halb- 
Mrdx Aide itige Belastung (recht 
o SE SE seitige Belastung (rechts): 
(23) wel er g ae, 
D n M o SECH EN e = — — Y4 D 
[M ax= f(m, + A + Mchds Maa e — otp +n (g7 +E) = 24660 — 9489. 18,18 
f 2 m mag rm $ Ges H 7409 tm 
=| (Mm? + M,” + M"? +2 M; My +2 Mı Mg” +2 M;' M,") dx pf 
9 4 LG Kn A 
=, 8 A Ä ala S.A (# . 2 Minus T — Hp (p+ (f + )=24 660—948,9 : 24,18—= + 1716 „ 
15 nz 22 3\2 WS p 
dE \ E pe [3 
+42 f E Lal f ( +2) ! Me y — Haal it c) = 12330— 981,3. 18,18 = —5510 : 
E Ae j A 1 Se 8 (2 NW AS Gm ; SE M,=—H,c=— 945 tm; 
a Do TR D A 282 e 
13. S - e 2 a qa 2 ( Ki e A ES 2 "54 ) (27) Mz = + 6464, Mi, —=+ 711, Mija — — 6455 tm. 
el i f—2h y 64 d Afh Für Tragwerk III ist nach Gl, (24) 
E 12 | ge Be l cl 2055 (1 — 0,3460 -+ 0,0047 E 1106 t 


Im zweiten Glied der GI, (23) ist für den Gurt nach Bild 3 und Gl, (20) 


Ni E ' z ) und für den Träger (5): 


(28) Y= 


1—0,729 + 0,213 + 0,055 -++ 0,429 -0,256 1,224 
Die Momente im Mittelfeld sind nach Gl. (26) und Bild A 


— mo aI Ae 
"N?ds bei, Nr 1 ( I | gt j Mp4 naai Mia, Haar} rg ) 
EF TREK ERA — 7409 — 1106 +2,17 = -+ 5009 tm 
Í 
m Weg 2 et 10m fet Mips nupto Mia aam + Y’ 5 = 1716 + 1106. 1,75 = + 3651 „ 
d= ls Le LI 3 
yy | Ta RR THE e e, E 
10.02 / ’—2n ,6jl, IA. ZOEIR, Haus wes EZ Sp Dë El eene 
f Ee ) EE, F fel PaT vU. Kei 
SN Ve ett Mn +7 EG) 
+ 4: Alt — 5510 + (06, 912 — 3110 h 
Ps Frl) 
Mit der Eigengewichtswirkung ist 
d) Berechnung von Y, M + 4064 M — -+ 2706 
120 EJ 29 | Jazz? dani +0, 
Nach Gl. (18) ist, nach Multiplikation von Zähler und Nenner mit FI (29) \ Mun_ = — 1948 My = — 4055 tm. 
zanm md. BAL | GT 
8 2 3 3 
(24) Y, =” a 2 i D) ` A P 2 i EIS, ` 
28. 10% ao, Ch, Me DÉI Jah, Bib , Al, dÉ SP SH d AER j 
TE fèl ft Br a =E EFT, Ft 
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Die feste Verbindung von Gurt und Träger in Brückenmitte setzt also 
unter den hier gegebenen Verhältnissen die Momente der gewöhnlichen 
Hängebrücke in den Viertelpunkten auf 630/, ihres Wertes herab. Bild 6 
zeigt den Verlauf der Momente im Mittelfeld. Die Vergrößerung der M 


gegenüber den AT in kurzer Strecke in Trägermitte ist belanglos, da 
dort die Momente für eine symmetrische Belastung (für die also Y= 0 
ist) von gleicher Größenordnung sind. Hingegen sind im Träger die 
Normalkräfte um 0,5 Y größer als im Tragwerk II. Für unseren Belastungs- 
fall ist in der rechten Trägerhälfte 


} ` 1 d j 5 
N=f,+ Meat j' Y = 5250 + 949 + 553 = 6752 t, 
hingegen N, — 6199 t. 


GAN 
Q 


Man erhält mit den Größtmomenten nach Bild 6 eine Randspannung 
für Tragwerk II; 


6199 6500 i 
D = = -f DR — 4 — |m? = / 2. 
1. 0,5141 | 0,7425 12 060 + 8750 = 20 810 t/m 2,08 t/cm?; 
für Tragwerk II: 
6752 4300 
= = L /m? — /em?. 
E 0,5141 0,7425 — 13 130 1 5790 t/m? = 1,89 t/cm 


Man könnte also den Träger nicht unbeträchtlich schwächer ausführen 
als für Tragwerk I. Der Hängegurt ist für Vollbelastung (Y=0) am 
stärksten beansprucht, erfordert also keine Verstärkung im Tragwerk UL 
In diesem ist für halbseitige Belastung 


1 Le | — 
max H=H,+H,,+ g Y=5250 + 981 + 553— 6784 t, 


hingegen für Vollbelastung wie im Tragwerk II 
max H= H, + Hop = 5250 + 1962 = 7212 t. 


Die Ersparnisse im Tragwerk III sind gegenüber Tragwerk Il um so 


größer, je kleiner 3 angenommen wird, da die Momente M,” (Bild 4) 
von A abhängen und belastend wirken. In unserem Beispiel ist die 
Trägerhöhe 4 m und 4 = 3,5 m (Achsabstand Träger— Gurt), Nimmt man 
an, daß der Träger die Fahrbahn um 1,2 m überragt, dann liegt die Gurt- 
achse im tiefsten Punkt 2,7 m über der Fahrbahn, Bei einer Breite der 
Kettenglieder von 1,2 m wäre der lichte Abstand zwischen Fahrbahn und 
Gurt 2,1 m, so daß der freie Blick in keiner Weise gestört ist. Zwischen 
Trägeroberkante und Gurtunterkante ist der lichte Abstand 0,9 m, ver- 
mindert um die Plattendicke des Trägers. Würde man sich entschließen, 
die Kette bis auf den Träger herabzuführen, so wäre = 2,6 m, Y=1170t 
und die Momente mit Eigengewichtswirkung in den Viertelpunkten rund 
+ 3660 tm. Der freie Ausblick in Brückenmitte wäre dann mindestens 
einseitig (wenn Konsolen vorhanden sind) auf eine kurze Strecke behindert. 
Man könnte natürlich noch weiter gehen und den Gurt in der Mitte mit 
h=0 in den Träger einführen, Dann wäre Y—1193 t und die Momente 
in den Viertelpunkten rd, + 2825 tm. In diesem Fall wären also sehr 
beträchtliche Ersparnisse zu erzielen, Das Aussehen dieser Brücke würde 
etwa der Krefelder Rheinbrücke entsprechen, obzwar die Art des Trag- 
werks dort eine andere ist, Auch die Verbindung zwischen Gurt und 
Träger wäre denkbar einfach. In unserem Beispiel mit A =3,5 m müßte 
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man in Brückenmitte in die Kette ein kurzes Zwischenglied einschalten 
(Bild 7), An die Stege des Trägers sind beiderseits Platten anzunieten, 
die in die Kette eingeschoben werden, wo sie vier Lamellen des Zwischen- 
gliedes ersetzen. Diese Platten durchdringen die Obergurtplatten des 
Trägers und die Trägergurtwinkel werden an ihnen gestoßen. Die vier Platten 
haben in der obersten Nietreihe der Gurtwinkel das Moment 1106 - 1,56 


= 1725 tm aufzunehmen, was bei Gy = 21 Hem? WH. = 82 200 cm” er- 


fordert, Daraus ergibt sich die Plattenlänge mit 2,5 m (Bild 7), wenn die 
Dicke der Platten je 23 mm (gleich der Kettenlamellendicke) beträgt, Die 
Platten wären natürlich auszusteifen, Das Brückenbild würde durch sie 
kaum beeinträchtigt werden. Im übrigen könnten sie auf Bronzetafeln 
Bilder aus der Baugeschichte zeigen und die Namen der Erbauer angeben, 


Bei einem Kabelgurt-müßte an die Blechtafeln eine entsprechend 
lange Kabelschelle angeschlossen sein, die das Kabel unverschieblich 
umfaßt. Es scheint jedoch fraglich, ob bei Kabelbrücken das Tragwerk III 
dem Tragwerk II gegenüber nennenswerte Vorteile bietet, da hier die 
Größtmomente mehr zur Mitte rücken und Vollbelastung viel größeren 
Einfluß hat als bei Kettenbrücken. 


Schließlich wäre noch über die Seitenfelder zu sprechen, In 
unserem Beispiel sind hier die Träger nicht angehängt, Sie erhalten 
daher dem Tragwerk II gegenüber nur die Momente + Y.c/2 nach Bild 4b 
und die Normalkräfte + Y/2 nach Bild 3c. Wenn Widerstandsmoment 
und Querschnittsfläche ebenso groß sind wie im Mittelfeld, so wäre die 


1106 - 0,09 
d, eil t = o — Im? 
Randbiegespannung vom Moment Y- cl? o 0,7425 134 Um" 
die Normalspannung von VI... u, = E = 1076 t/m*. Da schon im 
Tragwerk II die große Druckkraft Hy ur H,, wirkt, ist die Randdruck- 


spannung (oberer Rand) maßgebend. Die größere Zusatzspannung d, ist 
bei rechtsseitiger Belastung im rechten Seitenfeld eine Druckspannung, 
Hingegen ist hier das Moment Y-c/2 nach Bild 4b negativ, so daß am 
oberen Trägerrand eine Biegezugspannung o, entsteht. Im ganzen erhält 


man eine Mehrbelastung von — (d, — o) = — 942 t/m? = — 0,094 Hem? 
die also sehr gering ist. Im übrigen wird man den Träger in den Seiten- 
feldern unsymmetrisch ausbilden, wodurch sich auch e ändert, und wird 
dieses und eine Sprengung des Trägers so bestimmen, daß die Wirkung 
davon möglichst günstig ist. 

Wenn das hier behandelte Tragwerk auch nur in Sonderfällen an- 
wendbar ist, kann es doch in solchen Fällen mit Vorteil angewandt 
werden. 

Bei außen verankerten Hängebrücken müßte der Träger zur Aufnahme 
von Y (in S7) ein festes Lager erhalten, was zur Folge hat, daß schon 


bei gleichmäßiger Erwärmung aller Teile eine Kraft Y, entsteht. Das 


feste Lager könnte auf einem der Pylonenpfeiler angeordnet werden, 
was aber den Nachteil hätte, daß dieser Pfeiler die große waagerechte 
Kraft Y, ‚aufnehmen müßte. Ordnet man das feste Lager hingegen bei 


einem der Endwiderlager an, dann wird Y, noch größer, Die Rechnung 
zeigt, daß V, sogar wesentlich größer wird als Y,; da Y, positiv und 
negativ sein kann, ergibt sich somit auch ein negatives Fa in das nun 


nicht nur keine Verringerung, sondern eine Vergrößerung der Biege- 
momente zur Folge hätte. Die Anordnung einer festen Verbindung 
zwischen Gurtscheitel und Träger ist also bei in Betonklötzen verankerten 
Hängebrücken zwecklos, Das ergibt aber eine Warnung für die Aus- 
führung solcher Hängebrücken, Die bei größeren Brücken recht große 
Relativverschlebung zwischen Gurtscheitel und Trägermitte muß möglich 
sein. Erhält der Träger nur bewegliche Lager, dann darf der Rollen- 
durchmesser nicht zu klein sein. Ist aber ein festes Lager vorhanden, 
dann müssen die Hängestangen in Brückenmitte lang genug sein, um 
die Verschiebung zu ermöglichen, der Gurtscheitel also entsprechend 
hoch über dem Träger liegen, Andernfalls tritt eine Kraft Y auf, die 
sich auf mehrere Hängestangen in Brückenmitte verteilt und die durch 
das Erreichen der Fließgrenze in den Hängestangen begrenzt wird. Je 
kürzer die Hängestangen in Brückenmitte sind, desto schiefer stellen sie 
sich, und desto größer wird Y. Man soll daher bei größeren Hängebrücken 
mit festem Trägerlager stets die gegenseitige Verschiebung berechnen, 
um ein Urteil über deren Wirkung zu erhalten. Allerdings tritt die 
halbseitige Belastung in voller Größe wohl niemals auf, ebensowenig 
die sich aus den Einflußlinien ergebende ungünstigste Belastung, die 
man meiner Ansicht nach überhaupt nicht errechnen sollte, da sie stets 
nur wenig ungünstiger wirkt als die sehr einfach zu behandelnde halb- 
seitige Belastung, 
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Alle Rechte vorbehalten, 


Die Berechnung gekrümmter Blechträgerbrücken. 


Von Dr-Jng. Ernst Melan, Professor an der Technischen Hochschule in Wien. 


Wir untersuchen das in Bild 1 dargestellte Tragwerk, welches aus 
zwei Hauptträgern, einer waagerechten Bodenscheibe und Querwänden 
besteht. Wir nehmen an, daß die Hauptträger zwischen den einzelnen 
Querwänden gerade sind; ihr Grundriß bildet einen aus einzelnen Geraden 
bestehenden Linienzug. Sind die Hauptträger stetig gekrümmt, wie dies 
zumeist der Fall ist, so ist die Ermittlung der hierdurch auftretenden 
zusätzlichen. Verdrehungsbeanspruchung der Hauptträger Gegenstand einer 
besonderen Untersuchung. Wir nehmen ferner an, daß sämtliche Träger- 
scheiben nur Kräfte in ihrer Ebene aufnehmen können; auch ihr Widerstand 
gegen Verdrehung sei vernachlässigbar klein. Der Querschnitt ist in 
Bild 2, der Grundriß in Bild 2a dargestellt. Die Belastung möge aus 


Einzellasten bestehen, welche in jenen Stellen, wo Querwände anschließen, 


1" 
r 


auf die Hauptträger wirken, 


äußerer Haupfträger 


1-Averwand 


Bild 1. innerer Haupiträger 


Averwand 


Bodenscheibe, 


Haupfträger 


Bild 2. 


Bild 2a, 


In Bild 3a ist der Knoten n des äußeren Hauptträgers heraus- 
gezeichnet, Die Hauptträger und die Querwand sind knapp neben dem 
Knoten geschnitten. An den Schnittstellen greifen die Momente A... 
My und Lo die Querkräfte Q,, Quyi und T, in der aus dem Bild 
ersichtlichen Weise an. Die Belastung des Knotens sei P,. Dann ergibt 
das Gleichgewicht in lotrechter Richtung 

(1) Q, m Q n aa Zn Ke e: =0. 

Auch die Momente A, A.T und Z, müssen im Gleichgewicht sein. 
Da nach Voraussetzung die Scheiben 
keine Kräfte senkrecht zu ihrer Ebene 
aufnehmen können, müssen die Vektoren 


dieser Momente senk- 
recht zur Scheibenebene 


stehen, wie dies in Ce. iG 
o Anet Bild 3b dargestellt ist. 
n 
A! H 
eil ) k Mi Ma 
In 
Bild 3a, Bild 3b, Bild Ze, 


Der in Bild 3c gezeichnete Momentenplan erlaubt mit Hilfe der eingetrage- 
nen Winkel a, und d, und des Moments H, die Größen M,/, A," und Ly 


wie folgt auszudrücken: 


S S SS n 
(2) | Mn "sin WI Ma sin 8, 
La =R, (cotg Xn + COtg Bp) 


Betrachtet man nun die Hauptträgerscheibe zwischen den Knoten 
n—1 und n, so findet man zwischen den Größen Q,, A. und M,” 


gemäß Bild 4 die Beziehung 
` 1 1 1 Ha—ı Ha 
B =, (Mit M')= F T ) 
t 


vn i 
n K sin ai sin xy j 


und ebenso für die Hauptträgerscheibe zwischen den Knoten z und o +1 


1 (- Wi w H, +1 
Anzı \ sin fy sin nad 


(3a) Qna ge: 


Für den inneren Hauptträger, dessen Momente und Querkräfte durch 
einen Querstrich gekennzeichnet werden mögen, ergibt sich auf die gleiche 
Weise, wie aus Bild 5a, b, c ersichtlich ist 


(4) dr u art: 
Í Kë T Hy H : 
II M= =; M, = Ser: Ly, = H, (cotg x, + cotg 8p): 
“n Fn 
wobei nach Bild 6 
Q = 1 Hy +1 Hy < 
> A, sin d, sin æ, 
(6) EN \ 
o ki if H, | Ha +1 | 
RENT Ke = F 
ui sin a. Sin ou 1 j 


ist, Betrachtet man schließlich noch 
die Querscheibe im Knoten z, so 
findet man, wie aus Bild 6 hervorgeht 


CR f — k4 LS 
= az Cé Gm 
H 
RR (cotg a, + cotg £n) 
Cn 
H = 
Sc (cotg au + cotg Gul. 
Wi 
In 
Mp 
A GC 
Mr 
Bild 5a. Bild 5b. Bild 5c. 
D = (sin 
befir 
Bild. 6. 


Setzt man die Werte von Q, und Q,_, nach Gl, (3), den Wert von T, 
nach Gi. (7) in Gl. (1) ein, so erhält man für den äußeren Hauptträger 


(8) 1 Pr. Hian 4 Wi ES 1 D H, vi AER 
5 DIE DIER Ga it sind, ` Spas A7 


H 
(cotg oe + cotg B= = (cotg a, 4 cotg Bn) — Pn = 
n 


n 


und auf die gleiche Weise für den inneren Hauptträger 


1 pe Hazy SÉ Hi Km 1 K Hy i Hagi i 
A, sin ß,_1 sin xy, Ga, | sin 8, sin o 1 


Tn 
n 


(8a) 


d = (cotg a, + cotg 8p) + 


'n 


(cotg au + cotg Bn) — Bas 


Wir können für jede Querwand n= 0, 1, 2...7 die beiden vor- 
stehenden Gleichungen anschreiben, erhalten also doppelt soviel 
Gleichungen als Knoten, Da aber in den beiden Gleichungen für n= 0 


und a=r auch noch die Werte H, und H _,, #_, und H,_; vor- 


kommen, enthalten diese Gleichungen um vier Unbekannte mehr als die 
Zahl derselben. Die Form dieser vier fehlenden Gleichungen, die als 
Randbedingungen bezeichnet werden, hängt davon ab, wie das Tragwerk 
gestützt ist. Ist z. B. das eine Ende eines Hauptträgers n =Q frei, d.h, 
weder gestützt noch eingespannt, so ist hier 4,—=0 und Q,—0, also 
wegen der Gl. (3) auch DH zt Ist hingegen ein Trägerende n = 0 
nur gestützt, so ist hier M, =0; Q, stellt den hier auftretenden Auflager- 
druck vor. Man erkennt hieraus, daß der zumeist vorliegende Fall, wo 
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alle vier Hauptträgerenden gestützt sind, statisch bestimmt ist, denn die 
vier Randbedingungen 


H=HAh-—H=H;=0 


genügen gerade, um die Lösungen der Gi. (8) u. (8a) in eindeutiger 
Weise festzulegen. 


Die Auflösung dieser Gleichungen wäre bei größerer Felderzahl 
ziemlich mühsam. Kennt man aber die Werte von H und Q beider Haupt- 
träger an einem Ende, also z, B, Ho, Ho, Qo, und Q,, wie dies bei einem 
freien Trägerende n=—0 der Fall ist, so kann man mit Hilfe der aus 
den GI. (8) u. (8a) sich sofort ergebenden Rekursionsformeln 


(9) H Ss d ‘sin o 1 = Pri 1 Pi ) 
> gt Lk ai Kb a, sin f, P sin w, | 
"a t tg 3 fn t te gi P 
r (cotg &,, + cotg 3) — Ce (cotg a, + cotg Ba) — Pn 
n 
sin x 
i: ER SA +1 : 
n sin œ, 
e N a CG 
el a= tege ll P SE EE 
Wi sin d,_, sin &, 


Wi d - Hy 
SCH (cotg a, + cotg GE = (cotg x„ + cotg PSR, 


H 
n n 
sin o CH 
+ Ay: 
sin Xa 
vom freien Ende beginnend, schrittweise die Momente der beiden Haupt- 
träger bis zam Einspannmoment bestimmen, 

Sind insbesondere alle Feldweiten a des äußeren und a des inneren 
Hauptträgers gleich, ebenso alle Winkel «= g— x — 3 gleich, demnach 
auch die Breite ĉ„ =c unveränderlich, so vereinfachen sich für diesen 
fast stets vorliegenden Fall die angegebenen Rekursionsformeln zu 


1 2a | 
Ragi EE +- 2 Hp — P,)a-sin«—- a «cos a UI, ! H,) 


Hn4ı=(- lr R: 2 Hy, — Pp) 2" sinw + 2 Co & (Hy j- Hp): 


Will man sonach mittels dieser Rekursionsformeln 
momente eines Tragwerkes auf vier Stützen ermitteln, 
Auflagerdrücke kennen. Diese bestimmt man am einfachsten auf folgende 
Weise, Man denkt sich die Stützen an einem Ende, etwa in n—0 ent- 
fernt und dafür die Hauptträger an dem anderen Ende n= r eingespannt 
(Bild7), Mittels derangegebenen Rekursionsformeln kann man, am freien Ende 


bei n—0 beginnend, die Momente ///, und Hyp dieses Kragträgers 
ermitteln und erhält die Einspannmomente H rond ZE infolge der 
gegebenen Belastung P. und P,. Dann bestimmt man die Momente 
H. a und Bag infolge des Auflagerdruckes A—1 am äußeren Haupt- 
träger und M, g und H, g infolge des Auflagerdruckes A—=1 am inneren 
Hauptträger. Die wirklich auftretenden Momente sind dann durch 

WT == Hap +A Haa zb AH. bzw, Hyp =H P Tt AHya +A Hyä 


gegeben, wobei die Auflagerdrücke A und A aus der Bedingung zu be- 
stimmen sind, daß in n= r, also am anderen Trägerende, die Momente 


H,p und H. — verschwinden müssen, demnach aus den beiden Gleichungen 
H,p—AH, a+ AH, —=0 
Hp “Ata Anab: 


r 


die Biegungs- 
so muß man die 


Obwohl das vorstehende Berechnungsverfahren keine sonderliche 
Mühe verursacht, läßt sich die Ermittlung der Biegungsmomente für den 
Fall, daß die Winkel un Ên Xpo Ba nur wenig von einem rechten Winkel 
abweichen, ein noch einfacheres Verfahren angeben, Dieses Näherungs- 
verfahren beruht auf der Benutzung der Lösungen eines „benachbarten 
Systems“, die als bekannt vorausgesetzt werden. In der Praxis liegen 
ja die Verhältnisse zumeist so, daß die Krümmung der Haupttragwände 
klein im Verhältnis zu der Feldweite ist und das nachstehend beschriebene 


Verfahren daher stets mit hinreichender Genauigkeit zum Ziele führt, 
Wir ‚setzen zur Abkürzung 


1 1 1 1 


=] øp -~z =l +y =] + pp =] +y 
sin æ, " sing, "sine, "sind, f 
H s Dn 1 - Di 
ge (cotg «„ + cotg dl D z (tg se + cotg 2p) = SCH 
n 


worin Pas War Pns Yn Sowie ops Zu gegen 1 kleine Größen sind. c be- 


deutet den Mittelwert der c,. Sind nun Pa > ++ Gun Null, so erhalten 


n 


wir als „benachbartes System“ gerade Träger mit den Feldweiten a 


bzw. a, deren Momente Hz und Hz leicht zu bestimmen sind, Die 
Lösungen des gegebenen gekrümmten Trägers werden bei kleinen Werten 
von Pa» . p nur wenig von den Lösungen des benachbarten Systems 
abweichen, es ist also, wenn die Verbesserungen mit dH, bzw. JH, 
bezeichnet werden, 

H,„=H#*+4H, md H,=H,*+JH,, 


wobei / H, und JH, ebenfalls kleine Werte vorstellen; setzt man diese 
in Gl. (8) u. (8a) ein, vernachlässigt als klein zweiter Ordnung die Pro- 
dukte von /H, und 4H, mit o, gu und beachtet, daß für die 


Lösungen des benachbarten Systems die Gleichungen 


ğa PE ee 1 * # 
ERGE Kader (Ra A) Pa = 
(10) Wi WEN 
1 SE a 1 KETA r 
le Heat A -= Re HF, lin sc 
An Anti 


-(— JH, Tall Ba = 0 


ans, ect 
| gt TE EE (— 4H, kaal Ba zs 
L Ge Sai 
wobei 
U 1 , 
SC # o = en Hau 
JP, CA (H, 1Yn—1 Hy Pn) anyi n Yn 
= l A ir 
— ii KE 1) Kë: (An gn t An #n) 
(11a) j EECH i : = 
dl Paz UI. E Kg Hp" Pn) w— ar Ly Yn 
an Zu +1 


Es H (KE 1) Ý c Kë? DI E Hi3 En) 
aus den als bekannt vorausgesetzten Momenten des geraden Trägers zu 
ermitteln sind, 


Sonach ergibt sich folgende einfache Vorschrift für die Berechnung 
von gekrümmten vollwandigen Trägern unter der Voraussetzung, daß die 
Winkel zwischen, Querwänden und Hauptträgern nicht allzusehr von rechten 
Winkeln abweichen. Man ermittelt zunächst die Biegungsmomente H 


für den äußeren Träger Hz und für den inneren Träger so, als wenn die 
Träger gerade wären und die Feldweiten a, und a, besäßen. Sodann 


bestimmt man sich die Zusatzbelastung JP, des äußeren und IP, des 
inneren Trägers nach Gl. (11) bzw. (11a) und erhält durch diese Belastung 
die Verbesserungen der H." und H", nämlich 4H, und 4/H,. Die 


Genauigkeit dieses Verfahrens ist in praktischen Fällen vollständig aus- 
reichend; es stimmen z, B. bei einem Tragwerk mit rd. 4 m Querträger- 
entfernung und 250 m Krümmungsradius die Momente nach diesem 


Näherungsverfahren gerechnet mit den genau ermittelten auf 5 Stellen über- 
ein. Für den Fall, daß x, = fn = Xy = Pn — x sowie a, = a, ist, verein- 


fachen sich die Ausdrücke für die Zusatzbelastung 


2 , cotg & 

St, eg LEE Lenk Ak daer) SSC -+ 2(H, + H,) S 
— 1 g cotg x 
A Pa = (Hn EE E Fa 


II, 
Bei einem gekrümmten Durchlaufträger wird man am besten die 
Stützenmomente H, — Xp und H, = Y, als statisch unbestimmte Größen 


einführen, Die Elastizitätsgleichungen nehmen dann, wie man leicht 
bestätigt findet, die Form an 


"ër Zen ur Xp dpp + Ant pp+ (Fa VIER 
SCHTER dn 
Xp-1pp-1 t Xp'pp + Xp+ipp+1 Fa -1 pp -1 
+t Yp pp + Ypi pp+1 + pp =0. 
Dabei ist 
dpp GES IMsx, än ıl dn EN Lë M;x | 
pp—1 (as dag, E d "pp [Msx, My, 
epp-1=|Msr, Mat, — ran TA, Aan, 
don = [Msp M;x "pp |Msp M, nl 


wobei z. B. (A, = Max, d zur Abkürzung für das Integral 
ds 


f M, Ae das, ENER, 


geschrieben wurde. Alle Integrale erstrecken sich über beide Haupt. 
träger und die Querwände zwischen den Knoten p— 1, p und p— 1. 
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Die Momente M;x, und A. Ms Y, und M, Ya werden durch 


die Hilfsangriffe X,—1 und Xp; = 1 bzw. durch Y„—=1 und Y,_ ,—=1 
erzeugt; M,» bedeutet die Momente infolge der äußeren Belastung, Alle 


diese Biegungsmomente treten in dem gekrümmten Träger auf, sind also 
entweder nach dem in I oder II angegebenen Verfahren zu bestimmen. 
Bei der Ermittlung der Beiwerte der statisch unbestimmten Größen können 
aber stets jene Beiträge, die im Vergleich zu den übrigen klein zweiter 
Ordnung sind, vernachlässigt werden, Daher kann man sich darauf be- 
schränken, bei der Ermittlung von d p_ und du die Integrale lediglich 


über den äußeren, bei 2, „_, und Spp lediglich über den inneren Haupt- 
träger zu nehmen, da sich im ersten Falle die Biegungsmomente des inneren, 
im zweiten des äußeren Hauptträgers nur auf die unter II bestimmten 
Zusatzmomente beschränken, Auch die Momente in den Querwänden 
sind im allgemeinen klein zweiter Ordnung; nur bei sehr biegungs- 
schwachen Querwänden kann der Beitrag der Integrale über die Quer- 
wände allenfalls zu berücksichtigen sein. Hingegen sind die Größen ppi 


und ipp Mur klein erster Ordnung, denn in den Integralen [Ms x M, Yp] 


ist längs der Hauptträger stets nur ein Faktor des Integranden klein erster 
Ordnung. Ob der Beitrag der Querwände in Frage kommt, hängt wiederum 
von dem Verhältnis der Biegungssteifigkeit der Querwände zu jenem 
der Hauptträger ab. 


Alle Rechte vorbehalten. 


Für die richtige Gestaltung und Bemessung der Schweißverbindungen 
ist die Kenntnis des inneren Kräftespieles von wesentlicher Bedeutung; 
besonders dann, wenn diese Verbindungen für häufig wiederholte Last- 
einwirkungen zu entwerfen sind. In zahlreichen Abhandlungen, die in 
den verschiedensten Zeitschriften verstreut sind, wurde auch bereits der 
Spannungszustand von Schweißverbindungen untersucht!), 21. 


Im folgenden wird nun ein kurzer Überblick über die Entwicklung 
der Theorie der Schweißverbindungen — mit Ausschluß der Unter- 
suchungen über Schrumpfspannungen — gegeben, Zu diesem Zwecke 
werden die bemerkenswerteren, in theoretischer Hinsicht bedeutungs- 
volleren Untersuchungen nach Teilgebieten zusammengefaßt; es werden 
die Voraussetzungen erörtert, die Lösungswege angedeutet und die Er- 
gebnisse kurz besprochen; auch auf allfällige Mängel wird im Interesse 
der kritischen Bewertung dieser Arbeiten verwiesen werden, Mit Rück- 
sicht auf den verfügbaren Raum können die Ergebnisse experimenteller 
Spannungsermittlungen nur vereinzelt angeführt werden, Auf die Wieder- 
gabe elementarer Berechnungsformeln wird verzichtet. 


Die hier zur Besprechung gelangenden theoretischen Arbeiten be- 
treffen die alleinige Ermittlung der Lastspannungen, Darunter wollen 
wir jene Spanntingen der Schweißverbindungen verstehen, die von den 
zu übertragenden Kräften allein hervorgerufen werden. Bei der Ermitt- 
lung dieser Spannungen werden die Werkstoffe in der Regel als isotrop, 
die Spannungszustände zumeist als rein elastisch und die Schweißver- 
bindungen als eigenspannungsfrei vorausgesetzt. Nicht immer können 
aus den so erhaltenen Ergebnissen unmittelbare Rückschlüsse auf die 
Festigkeit selbst eigenspannungsfreier Verbindungen gezogen werden, 
da die Werkstoffe in Wirklichkeit elastisch-plastisches Verhalten aufweisen 
und die Spannungszustände, bedingt durch die geometrische Form der 
Verbindungen, meist sehr verwickelter Art sind. 


I. Überlappungs- und Laschenverbindungen von Stäben. 
1. Eindimensionale Untersuchungen, 


a) Axiale Beanspruchung, Verschweißung mittels Flanken- 
kehlnähten. Die beiden ersten Untersuchungen, die im Rahmen 
der vereinfachenden Annahme einachsiger Spannungszustände einer be- 
friedigenden Lösung zugeführt wurden, hat W. Hovgaard ®) veröffent- 
licht, In der ersten Arbeit wird ein axial beanspruchter Verbundstab 
untersucht, der aus einem Flachstab besteht, an den innerhalb eines be- 
stimmten Teiles seiner Länge ein zweiter Flachstab mittels Flankenkehl- 
nähten angeschlossen ist. Die zweite Veröffentlichung behandelt bereits 
eine axial beanspruchte Stabüberlappung mit Flankenkehlnähten 
(Bild 1a,b). Diese Arbeit soll eingehender besprochen werden, da viele 
der späteren Untersuchungen von Kehlnahtverbindungen unter denselben 
oder ähnlichen Vereinfachungen durchgeführt wurden. 


Die Voraussetzungen Hovgaards sind die folgenden: In den Stäben 
werden nur zur Stabachse parallele Normalspannungen, in den Schweiß- 
1) Eine Übersicht über Arbeiten der Wiener Hochschule haben Hart- 
mann und der Verfasser anläßlich des Londoner Schweißkongresses 
(Mai 1935) gegeben: The Present Situation of Welding in Structural 
Engineering in Austria, Bericht, Gruppe Lia, 

2) Eine Beschreibung und Zusammenstellung der bis 1. Januar 1937 
erschienenen Arbeiten über experimentelle und theoretische Spannungs- 
ermittlungen in Kehlnahtverbindungen haben A. G. Solakian u. 
G.E. Claussen veröffentlicht; Journ. Amer. Weld. Soc., Vol. 16 (1937), 
Weld. Res, Suppl. 5. 

D The Stress Distribution in Welds und The Stress Distribution in 
Welded Overlapped Joints. Proc. Nation, Ac. of Sc-USA., Vol. 16 (1930); 
s.a. ZAMM 11 (1931), S. 341. 
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Die Lösung der Elastizitätsgleichungen wird nun ebenfalls wieder 
unter Benutzung des benachbarten Systems mit „—0 erhalten, Man 
bestimmt also zunächst Näherungslösungen X,* und Lë aus den 


Gleichungssystemen 

tr pr Ze =) 
und d 

P? pieg gi T CN pt } 
und hat also zunächst zwei voneinander unabhängige Gleichungssysteme, 
bei denen jede Gleichung nur drei Unbekannte enthält, aufzulösen, Die 
Verbesserungen /A und /Y erhält man durch Auflösen des Gleichungs- 
systems 


PH pp te, 
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wenn die Produkte /Xn und ZK als klein zweiter Ordnung vernach- 
lässigt werden, 


Zur Theorie der Schweißverbindungen, 
Von Prof, Dr.-Ing. habil, 


Karl Girkmann, Wien, 


nähten nur die Scherspannungen des Kehlschnittes (nutzbare Dicke a 
in Bild 2a) berücksichtigt. Es werden nur sehr schmale Stäbe in Be- 
tracht gezogen, um so rechnen zu dürfen, als wären die Stabspannungen 
gleichmäßig über die Querschnitte verteilt, Die Außermittigkeit der 
Kraftübertragung bleibt unberücksichtigt. Es werden nur rein elastische 
Spannungszustände in Betracht gezogen, und die Schweißverbindung wird 
als eigenspannungsfrei vorausgesetzt. Die elastische Nachgiebigkeit der 
Nähte wird in Rechnung gestellt, und zwar wird angenommen, daß die 
gegenseitige, auf Grund gleichmäßiger Verteilung der Stabspannungen 
errechnete (also mittlere) Verschiebung o (Bild 2b,c) der Stäbe ver- 
hältnisgleich ist der am gleichen Orte wirkenden mittleren Scher- 
spannung o des Nahtkehlschnittes: w =— ka, Der Proportionalitätsfaktor % 
8 


wird „Verschiebungszahl* genannt und besitzt die Dimension + a Et 


muß experimentell ermittelt werden. Auf Grund der Nachrechnung der 
Versuchsergebnisse von Hammond Smith’) hat Hovgaard für 6 mm- 
Nähte %-Werte von 18.10—6 bis 

g 18+-10—7 in Rechnung gestellt. 


Ein gleichartiges Formänderungs- 

P gesetz hat viele Jahre vorher 

schon Arnovljevic®) bei der 

Berechnung der Haftspannungen 

o in Verbundstäben verwendet; 

c) Fillunger ®) hat dasselbe Gesetz 

seiner Theorie der Löt-, Leim- und 

Nietverbindungen zugrunde ge- 

legt, Übrigens wären aus dieser 

Arbeit die Ergebnisse Hovgaards 

unmittelbar, im Wege einer ein- 

fachen Spezialisierung, zu erhalten 
gewesen, 


Hovgaard hat die gegenständliche Aufgabe mit Hilfe des Satzes 
vom Minimum der Formänderungsarbeit gelöst. Lokschin’”) hat darauf 
aufmerksam gemacht, daß es einfacher ist, die Differentialgleichung des 
Problems aufzustellen und zu integrieren; diesen Weg hatte schon 
Fillunger®) beschritten. 

Bild 1 c zeigt die von Hovgaard errechnete Verteilungslinie der 
Nahtscherspannungen, mit Spannungsgrößtwerten an den Nahtenden. 
Im vorliegenden Falle besitzen beide Stäbe gleichen Querschnitt; die 
Endwerte der Spannungen sind dann gleich groß. 


4) Stress Strain Characteristics of Welded Joints. Journ. Amer, Weld, 
Soc., Vol. 8 (1929), Weld, Res, Suppi. 9. 

5) Das Verteilungsgesetz der Haftspannungen in axial beanspruchten 
Verbundstäben, Z, f., Arch, u, Ing-Wesen Hannover 1909, S, 415. 
.  ) Über die Festigkeit von Löt-, Leim- und Nietverbindungen. 
Österr. Wochenschr. f. d. öffentl, Baud, 1919, S. 3. 

1) ZAMM 12 (1932), S. 128. 
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Petermann®) hat dieselbe Verteilung der Nahtspannungen aus den 
Ergebnissen von Nietberechnungen im Wege eines Grenzüberganges 
erhalten; auch in einer genieteten Überlappung verteilt sich die Axial- 
kraft, solange nur elastische Formänderungen auftreten, stark ungleich- 
mäßig auf die einzelnen Niete (Bild 1d, e) und die Abstufung der Niet- 
kräfte entspricht dem Verlauf der Scherspannung der Flankennaht, 


Bild 3 zeigt noch die Ergebnisse der Hovgaardschen Berechnung 
eines axial beanspruchtan, beiderseits verlaschten Stabstoßes 
mit Flankenkehlnähten. Der Quer- 
schnitt beider Laschen zusammen 
ist hier größer gewählt als der Stab- 
querschnitt. Die Scherspannungen 
an den Nahtenden sind oun ver- 
schieden, und zwar tritt am Ende 
des stärkeren Elementes, das sind 
hier die Laschen, die größere Naht- 
spannung auf. In Bild 3 ist auch 
der Verlauf der mittleren Normal- 
spannung der Stäbe und Laschen 
dargestellt. Dieser charakteristi- 
sche S-förmige Verlauf (an den 
Enden ist der Abfall steiler, in 
der Mitte flacher) wurde auch bei Ze 
Versuchen beobachtet®), Es sei re , 
darauf hingewiesen, daß der Ab- Bild 3, 
fall bzw, der Anstieg der mittleren 
Normalspannungen der Stäbe und Laschen nicht linear erfolgen kann. 
Zu einem linearen Verlauf gehört nämlich eine längs der ganzen Naht- 
länge konstante Scherspannung, 

Die veränderlichen Normalspannungen innerhalb der Überlappung 
verursachen auch veränderliche Querverkürzungen und die Stäbe streben 
die in Bild 4 stark verzerrt dargestellten Querverformungen an. Gegen- 
überliegende Stabpunkte suchen sich also auch in Richtung quer zur 
Naht voneinander zu entfernen. Diese Verschiebungen werden aber 
durch den Verformungswiderstand der Schweißnähte behindert, wobei 
in den Stäben vor allem quergerichtete Zug- und Druckspannungen ge- 
weckt werden. Die eindimensionale Untersuchungsmethode vermag diese 
Querspannungen nicht zu erfassen. 


Erfolgt die Ausbildung des Stoßes zweier Stäbe gleichen Quer- 
schnittes in der Weise, daß die Stabenden stumpf verschweißt und 
die Laschen nur als Verstärkungen zugegeben werden, so kann die 
Rechnung im Rahmen der getroffenen Vereinfachungen so durchgeführt 
werden, als wenn der Stab ungestoßen durchlaufen würde. Denn eine 
allfällige geringe Verschiedenheit der Elastizitätsmoduli des Mutterwerk- 
stoffes und des Schweiß- 
gutes ist bei der gerin- Ka 
gen Nahtbreite praktisch 
bedeutungslos., Sind die 
Laschen wleder nur mit- 
tels Flankenkehlnähten 
an die Stabenden an- 
geschlossen, dann gelten 
die Hovgaardschen For- 
mein für den Verbund- 
stab, und die Nahtscher- 
spannungen verlaufen 
nach einer sin 4 -Linie, 
Bild 5 zeigt einen Stumpf- 
stoß, der zugleich durch 
Laschen voll gedeckt ist, 
Die nutzbare Schweiß- 
fläche ist gleich der dop- 
pelten Querschnittfläche 
des Stabes angenommen; 
die Verteilungslinie der e cm? 
Nahtscherspannungen wurde unter Zugrundelegung von k = 10.107” 
(mittelharte Naht) bestimmt. kg 

Die weitgehenden Vereinfachungen, die dem Hovgaardschen Be- 
rechnungsverfahren zugrunde liegen, haben zur Folge, daß die Ergebnisse 
in verschiedener Hinsicht unzulänglich sind. Wendet man beispielsweise 
dieses Verfahren auf die Berechnung einer Stabverlaschung baupraktischer 
Abmessungen (Stabbreite nicht mehr klein gegenüber der Nahtlänge) an, 
so tritt sofort der Mangel zutage, daß tiber den Spannungszustand der 


Bild 5. 


8) Spannungsverteilung in einer Flankenschweißnaht. Stahlbau 5 
(1932), S. 92. 
9) E. Höhn, ZAMM 12 (1932), S. 319. 


Stäbe und Laschen, und somit auch über die Anstrengung des Werkstoffes 
in diesen Baugliedern, nichts ausgesagt werden kann, Daß in den Nähten 
nur Scherspannungen, nicht aber auch die Längsspannungen berücksichtigt 
werden, die durch die aufgezwungenen Dehnungen hervorgerufen werden, 
ließe sich im Rahmen der getroffenen Vereinfachungen leicht berichtigen. 


Charakteristisch für die eindimensionale Untersuchungsmethode ist 
ferner, daß nur die Randbedingungen für die Stab- und Laschenspannungen, 
nicht aber für die Nahtscherspannungen befriedigt werden können. Darauf 
hat schon Fillunger!?) hingewiesen, Hertwig) hat in diesem Zusammen- 
hange darauf aufmerksam gemacht, daß aus Gleichgewichtsgründen die 
Scherspannungen des Nahtkehlschnittes an den Enden nicht, wie die 
Hovgaardsche Berechnung ergibt, Größtwerte erreichen können, sondern 
Null werden müssen. Auf Grund seiner Beobachtungen bei Versuchen 
mit Papiermodellen hat Hertwig den in Bild If dargestellten Verlauf der 
Scherspannungen des Nahtkehlschnittes angenommen, Sehen wir von den 
Endkratern ab, und nehmen wir an, die Naht bilde ein gerades dreiseitiges 
Prisma, dann steht die Endfläche senkrecht zur Kehlschnittebene, und nach 
dem Satze von der Gleichheit zugeordneter Schubspannungen muß tat- 
sächlich (wenn wir nach der Theorie 1. Ordnung rechnen) die am Ende des 
Kehlschnittes parallel zur Nahtachse wirkende Schubspannungskomponente 
verschwinden, da in der Stirnfläche keine äußere Scherkraft angreift. Das 
gilt allerdings nicht für den Wurzelpunkt, da dieser an einer geometrischen 
Kerbe liegt und sein Spannungszustand daher irregulär sein wird. 


Nun haben die Messungen von H. Smith®), Höhn?) u.a. ergeben, daß 
gerade an den Nahtenden die größten gegenseitigen Stabverschiebungen 
auftreten. Hieraus ist nur zu schließen, daß das von Hovgaard ver- 
wendete Formänderungsgesetz im Bereiche der Nahtenden eben unbrauchbar 
ist, Zunächst einmal ist diese Verschiebungsgröße x nicht allein von der 
Nahtverformung (nämlich von der gegenseitigen Verschiebung gegenüber- 
liegender Punkte der Nahtränder), sondern auch von den Dehnungsunter- 
schieden längs den Stabbreiten abhängig; denn u wird ja aus gemittelten 
Stabspannungen berechnet. Im Bereich der Nahtenden aber kann auch 
der Beitrag der Nahtverformung zur Verschiebung x nicht mehr durch die 
Scherspannung des Nahtkehlschnittes ausgedrückt werden, da diese die 
Nahtverformung nicht mehr maßgeblich beeinflußt. Im übrigen ist der 
Spannungszustand der Schweißverbindung im Bereich der Nahtenden ein 
vorwiegend räumlicher, und die Verschiebung u kann daher nicht durch 
eine einzelne Spannungskomponente bestimmt sein. 


Trotz der angeführten Mängel, die in der eindimensionalen Methode 
begründet sind, hat die Hovgaardsche Berechnung wichtige Aufschlüsse 
vermittelt bzw. zu bedeutsamen Versuchsergebnissen die theoretische Er- 
klärung geliefert. Zwar waren gleichartige Ergebnisse aus der allgemeineren 
Theorie der Haftverbindungen längst bekannt; man hatte es aber unter- 
lassen, diese Ergebnisse auf die Schweißverbindungen zu übertragen. 


Die Untersuchung Hovgaards hat vor allem gezeigt, daß die mittleren 
Scherspannungen des Nahtkehlschnittes nicht gleichmäßlg, sondern stark 
ungleichmäßig über die Nahtlänge verteilt sind. Ferner haben vergleichende 
Auswertungen der Hovgaardschen Formeln ergeben, daß das Verhältnis 
zwischen dem Größtwert der mittleren Scherspannungen des Kehlschnittes 
und dem über die ganze Nahtlänge genommenen Mittelwert dieser 
Spannungen wächst, wenn das Verhältnis zwischen Nahtlänge und Naht- 
dicke größer wird. Diesem Ergebnis, das schon atıs amerikanischen Ver- 
suchen bekannt gewesen ist, kommt ebenfalls wesentliche Bedeutung zu, 
da ja nach diesen Mittelwerten der Scherspannungen die praktische Be- 
messung vorgenommen wird. Auch später durchgeführte Versuche, wie 
jene von Gaber!®), haben 
gezeigt, daß die Naht- 
spannungen ungleichmäßig 
über die Länge der Flanken- 
nähte verteilt sind und daß 
diese Ungleichmäßigkeit 
um so stärker ausgeprägt 
ist, je schlanker die Nähte 
sind. Darauf ist auch zu- 
rückzuführen, daß die auf 
die Einheit der Nahtscher- 
fläche bezogene statische 
Festigkeit mit zunehmen- 
der Nahıtlänge abnimmt 13). 
Auf dieses wichtige Er- 
gebnis nimmt auch die 
DIN 4100 Bezug, indem 
festgelegt wird, daß die 
(anrechenbare) Nutzlänge 
der Naht nicht größer als 
die 40fache nutzbare Nahtdicke sein darf, Auf Grund obiger Erkennt- 
nisse wären demnach gedrungene Nähte zu bevorzugen. Es ist aber 
zu berücksichtigen, daß das Verhältnis zwischen Nahtlänge und Stab- 
breite auch den Spannungszustand der Stäbe und Laschen beeinflußt, der 
ja durchaus kein eindimensionaler ist (vgl, Bild 9a). Kürzere Nähte ver- 
ursachen höhere Spitzen in den Normalspannungen dieser Bauglieder und 


10) ZAMM 12 (1932), S. 256. 

11) Die Spannung in Schweißnähten, Stahlbau 6 (1933), S. 161. 

12) Zusammenwirken von Nietung und Schweißung bei Zug und 
Druck, Bauing, 13 (1932), S. 290. 

18) E, O. Patton u. W. W. Schewernitzky, Einfluß der Länge von 
Flankenkehlnähten auf ihre Festigkeit. Bericht von C J. Hoppe. Elektro- 
schweißung 4 (1933), S. 215. 
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führen zu geringeren Dawerfestigkeiten. Der Dauerbruch entsteht ja in 
der Regel nicht im Schweißgut, sondern im anschließenden Werkstoff, 
ausgehend von den Nahtenden!%), 

Mit Hilfe der eindimensionalen Untersuchungsmethode sind noch 
weitere Überlappungsschweißungen behandelt worden, So hat Kalina’) 
die Spannungsverteilung in einer axial beanspruchten UÜberlappungs- 
schweißung mit unterbrochenen Flankennähten (Bild 6) ermittelt und 
hierbei von der Differenzenrechnung Gebrauch gemacht. Die Ergebnisse 
zeigen, daß solche Nähte ungünstiger wirken als durchlaufende Nähte 
gleicher, nutzbarer Scherfläche, Diese Erkenntnis steht im Einklang mit 
den Ergebnissen von Dauerversuchen. 

In einem Aufsatz Über die Festigkeit der Schweißverbindungen hat 
Jäger (Jezek)!%) den Versuch unternommen, mit Hilfe idealisierter 
Spannungs-Dehntingslinien der Werkstoffe (Bild 7) die statische Festigkeit 
einer axial beanspruchten Überlappungsschweißung mit Flankennähten 
abzuschätzen. Hierbei wird die Schweißverbindung eigenspannungsfrei 
vorausgesetzt, die Änderung der Werkstoffeigenschaften in der Nahtzone 
bleibt unberücksichtigt, und es wird angenommen, daß der Eintritt des 
bildsamen Zustandes in den Stäben lediglich von der Größe der mittleren 
Querschnittspannung, in den Nähten bloß von der Größe der Scher- 
spannung des Kehlschnittes abhängt, Bild 7b zeigt den Verlauf der 
Nahtspannungen e für eine Laststufe, unter der die Gleitgrenze des Naht- 
werkstoffes bereits überschritten und das Fließgebiet von beiden Naht- 
enden aus vorgedrungen ist, 
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Arbeitslinien d—f(r) des Multerwerkstoffes 
We A nähte. Das Zusammenwirken 


und e=/(7) des Nahtwerkstoffes. 

von Stirn- und Flankenkehlnähten 

in einer axial beanspruchten Laschenverbindung wurde experimentell 

und theoretisch bereits von H. Smith+#) behandelt, Mit einfachsten Mitteln 

durchgeführte Untersuchungen veranlaßten ihn, der Stirnkehlnaht einen 

verhältnismäßig größeren Anteil der zu übertragenden Gesamllast zuzu- 

weisen, als ihr auf Grund der nutzbaren Schweißfläche zukommt, und 

zwar ermittelt er ihren Anteil so, daß er die Schweißfläche der Flanken- 
nähte nur mit ihrem halben Betrage in Rechnung stellt, 

R. Kalina hat in seiner Abhandlung Zusammenwirken von Stirn” 
und Flankenkehlnähten!?) eine theoretische Lösung des Problems, unter 
Zugrundelegung eindimensionaler Spannungszustände, gegeben (Bild 8) 
Die Art der Verteilung der zu übertragenden Kräfte auf die Flanken- und 
die Stirnkehlnaht hängt vom Verformungswiderstand dieser Nähte ab, 
Da über die Nachgiebigkeit von Kehlnähten in Richtung senkrecht zur 
Nahtachse noch keine experimentellen Ergebnisse vorlagen, mußte der 
Verformungswiderstand der Stirnkehlnaht geschätzt werden. Von diesem 
Schätzwerte hängt sowohl die Kraftaufteilung als auch der Verlauf der 
Scherspannungen in den Flankennähten ab. Bild 8c zeigt die Verteilung 
der Spannungen in den Flankennähten für den Fall, daß beide Stäbe 
gleichen Querschnitt besitzen. Die strichlierten Verteilungslinien gehören 
zwei Grenzfällen zu, nämlich der Stirnnaht ohne Verformungswiderstand 
(gleichbedeutend mit nicht vorhandener Stirnnaht) und der vollkommen 
unnachgiebigen Stirnnaht. Die Verteilungslinie bei nachgiebiger Stirnnaht 
liegt dazwischen. 

Teilt man die Kraft, entsprechend der üblichen Berechnungswelse, 
gleichmäßig auf die gesamte vorhandene nutzbare Nahtscherfläche auf, 
so wird, nach den Untersuchungsergeb- 
nissen zu schließen, der so erhaltene 
Durchschnittswert der Nahtspannung so- 
wohl in der Stirnnaht als auch in den 
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sich örtliche Überschreitungen des Durchschnittswertes zufolge der stark 
ungleichmäßigen Verteilung dieser Spannungen über die Nahtlänge. 
Hierbei liefert diese eindimensionale Methode über die ganze Länge der 
Stirnnaht gleichbleibende Zugspannungen. Die Ergebnisse von Spannungs- 
messungen hingegen lassen darauf schließen*®), 20, daß diese Spannungen 
nicht gleichmäßig verteilt, sondern in Nahtmitte größer sind, Auch bei 
statischen Versuchen mit Prüfkörpern, bei welchen der Bruch in der Naht 
eintrat, entstand er häufiger in der Nahtmitte!2), 

Aus der Betrachtung der statischen Einzelfestigkeiten von Flanken- 
und Stirnkehlnähten hat Dustin!) gefolgert, daß es bei Flachstab- 
anschlüssen zur vollen Erreichung der statischen Festigkeit des Mutter- 
werkstoffes genüge, den Flankennähten eine Länge gleich der 0,35-fachen 
Stabbreite zu geben, sofern am Stabende eine über Stabdicke reichende, 
durchgehende Stirnnaht vorgesehen wird. Versuche zeigten, daß diese 
Länge mit 0,37 der Stabbreite zu wählen ist. Im Falle dynamischer 
Beanspruchung aber ist auch auf den Spannungszustand der Stäbe. und 
Laschen zu achten!®), Dieser wird günstiger, wenn man die Länge der 
Flankennähte noch größer wählt. 

Wie sehr im übrigen die gleichzeitig angeordnete Stirnnaht eine Ver- 
besserung des Spannungszustandes gegenüber der Verschweißung mit 
Flankenkehlnähten allein ergibt, zeigen die folgenden Bilder 9a u. b, in 
welchen der experimentell ermittelte Spannungsverlauf für zwei axial 
beanspruchte Laschenverbindungen wiedergegeben ist. Diese Spannungs- 
ermittlungen wurden von Hollister und Gelman) auf Grund von 
Dehnungsmessungen durchgeführt, Über diese Versuchsergebnisse hat 
auch Hertwig") berichtet, Bild 9a stellt eine Laschenverbindung mit 
Flankenkehlnähten, Bild9b eine solche mit Flanken- und Stirnkehlnähten 
dar. In Bild 9a ist der Verlauf der Normalspannungen für einen Stab- 
querschnitt vor Laschenbeginn und sodann auch für den Querschnitt in 
Laschenmitte dargestellt. In diesen Schnitten sind die Normalspanntungen 
stark ungleichmäßig verteilt, mit großen Spannungsspitzen an den Stab- 
und Laschenrändern, In Bild 9b ist der Verlauf dieser Normalspannungen 
für die gleichen Schnitte zu sehen, Er ist viel gleichmäßiger, und diese 
Schweißverbindung wird daher auch eine höhere Dauerfestigkeit auf- 
weisen als die Verlaschung mit Flankenkehlnähten allein. 


Allerdings dürfen wir die günstige Wirkung der Stirnkehlnaht nicht 
überschätzen, Ein erschöpfendes Bild der Spannungsverhältnisse in einer 
solchen Laschenverbindung vermag uns auch diese Spannungsermittlung, 
die auf Grund von Dehnungsmessungen an den Staboberflächen durch- 
geführt wurde, noch nicht zu geben. Wichtige Punkte sind ja unzugäng- 
lich, außerdem besitzen die Dehnungsmesser zu große Meßlängen, um 
bei der starken Veränderlichkeit des Spannungszustandes wirklich die 
größten Dehnungen feststellen zu können. Im übrigen ist der Spannungs- 
zustand örtlich ein vorwiegend räumlicher, Hollister und Gelman 
haben auch die ermittelten Scherspannungen der Flankennähte abgetragen; 
bei den vorgenommenen Extrapolationen wurde auf das theoretische Er- 
gebnis der kettenlinienförmigen Verteilung Rücksicht genommen. 

c) Beanspruchung auf Biegung. Unter der Annahme linearer 
Verteilung der Biegespannungen hat Jäger auf Biegung beanspruchte 
Laschenverbindungen untersucht, und zwar sowohl für den Fall, daß nur 
Flankenkehlnähte vorgesehen werden (Bild 10b)*), als auch im Falle der 
Verschweißung mit Flanken- und Stirnkehlnähten (Bild 10a)°°), In jeder 
Naht entstehen zur Nahtrichtung parallele als auch senkrechte Scher- 


spannungskomponenten, die in Bild 10 mit o bzw. o bezeichnet wurden, 
Bei batpraktischen Ausführungen von Laschenverbindungen sind die 
Flankennähte zumeist wesentlich kürzer als die Stirnnähte, weshalb die 
ersteren dann hauptsächlich in der Längsrichtung, die letzteren aber vor- 
wiegend in der Querrichtung beansprucht werden, Beide Untersuchungen 
setzen voraus, daß die Stabfuge unverschweißt bleibt. Wird zwischen 

18) Untersuchungen über die Spannungsverteilung in kombinierten 
Stirn- und Flankenkehlnähten, Bericht von C.J. Hoppe, Elektroschweißung 2 
(1931), S. 89. 


mm G. Bierett, Die Schweißverbindungen bei dynamischer Be- 


anspruchung. Elektroscheißung 4 (1933), S. 61. 

20) Journ, Amer, Weld. Soc., Vol. 11 (1932), Weld, Res. Suppl. October, 

%) Die Spanntungsverteilung in einer auf Biegung beanspruchten 
Schweißverbindung. Z. d, Oe I, A. V. 1934, H. 47/48, É 

22) Die Berechnung einer auf Biegung beanspruchten Überlappungs- 
schweißung. 


Stahlbau 7 (1934), H. 16. 


Flankennähten überschritten: in derStirn- Ir 
naht deshalb, weil diese einen größeren o 1; 
Kraftanteil übernimmt, als ihr nach der ) | 
Größe ihrer Scherfläche zugedacht wird; 
im den Flankenkehlnähten aber ergeben 

14) Bericht des Kuratoriums für 
Dauerfestigkeit im Fachausschuß für ei 
Schweißtechnik, S.25. VDI-Verlag 1935. 

15) Die Spannungsverteilung in unter- 
brochenen Schweißnähten. Wasserwirt- 
schaft 1932, Heft 30/31. 

10) Wasserwirtsch, 1933, Heft 7/8. 

17) Stahlbau 7 (1934), H. 13. 
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die Stabenden eine Stumpfnaht eingelegt, so ändert sich das Spannungs- 
bild, Dieser Fall ist bisher noch nicht untersucht worden, obwohl er im 
Rahmen der hier zugezogenen Näherungen unschwer zu erledigen wäre. 

Damit sind die bemerkenswerteren, unter Zugrundelegung ein- 
dimensionaler Spannungszustände bzw. linearer Spannungsverteilungen 
durchgeführten rechnerischen Untersuchungen von Überlappungs- und 
Laschenverbindungen besprochen worden. Soweit es sich hierbei um 
Laschenverbindungen handelt, sind immer über die Stabbreite reichende 
Rechtecklaschen vorausgesetzt, 

Diese mit den einfachsten Mitteln durchgeführten Unterstchungen 
stellen nur einen ersten Schritt zur schärferen Erfassung der Last- 
spannungen in Kehlnahtverbindungen dar und können zur vergleichenden 
Abschätzung der größten Nahtspannungen herangezogen werden. 


2. Schärfere Untersuchungen, 


Jäger hat axial beanspruchte Stabüberlappungen unter Zugrunde- 
legung ebener Spannungszustände untersucht. In der Abhandlung Der 
Spannungszustand in einer Überlappungsschweißung mit Stirn- und 
Flankenkehlnähten®) wird eine Überlappung, verschweißt durch zwei 
Flankennähte und eine Stirnnaht, behandelt (Bild 11). Zur Beschreibung 
des ebenen Spannungszustandes der Stäbe innerhalb der Überlappung 
werden Näherungsansätze mit einer beschränkten Zahl von Freiwerten 
herangezogen. Die Nachglebigkeit der Flankennähte in Nahtrichtung 
wird wie bei der eindimensionalen Untersuchung berücksichtigt; die 
größten Scherspannungen des Nahtkehlschnittes ergeben sich demgemäß 
an den Nahtenden, Die geometrischen Bedingungen, die längs der 
Nähte zwischen den Formänderungen der dort zusammengeschlossenen 
Teile bestehen müssen, können mit den gewählten einfachen Ansätzen 
lediglich in den vier Eckpunkten befriedigt werden, Bild 11 b zeigt den 
Verlauf der Spannungen längs A—A, 

In einer zweiten Abhandlung, Der Spannungszustand in Flanken- 
kehlnahtverbindungen*), wird ein Sonderfall der eben besprochenen 
Aufgabe, nämlich die Überlappung mit Flankenkehlnähten allein, behandelt, 
Der Lösungsgang ist ein ganz ähnlicher wie bei der ersten Arbeit, Durch 
den Fortfall der Stirnnaht können die Randbedingungen längs der Flanken- 
nähte schon besser erfüllt werden, 

In einer dritten Abhandlung, Die durch eine Axsialkraft beanspruchte 
Flankenschweißung als ebenes Problem®"), wird die zuletzt besprochene 
Aufgabe (Bild 12) nochmals, und zwar mit erweiterten Näherungsansätzen 
bearbeitet, Es ist dies die erste Untersuchung einer Flankenkehlnaht- 
verbindung, bei der die Randbedingungen für die Scherspannungen des 
Kehlschnittes — Scherspannung an den Nahtenden Null — erfüllt werden. 
Allerdings ergibt sich dieser Nullwert nicht aus einer schärferen Er- 
fassung des Verzerrungszustandes, sondern er wurde durch eine geänderte 
Auslegung des funktionellen Zusammenhanges zwischen Nahtspannungen 
und gegenseitigen Blechverschiebungen?"), bei entsprechender Änderung 
des Verlaufes der letzteren, erzwungen. Bild 12b zeigt die Verteilung 
der Normalspannungen längs A—A sowie den Verlauf der Nahtscher- 
spannungen, der mit dem von Hertwig vorausgesagten (Bild 1f) gut 
übereinstimmt, 
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29) Sitz.-Ber. d. Wiener Ak. d. Wiss., Abt. ILa, Bd. 146 (1937), Heft 9/10, 
24) Bauing. 19 (1938), S. 228. 

25) Elektroschweißung 10 (1939), Heft 9. 

26), Die gegenseitigen Stabverschiebungen werden wieder nach der 
eindimensionalen Methode bestimmt, verlaufen also nach einer Ketten- 
linie; dasselbe gilt dann auch für die zweiten Ableitungen der Ver- 
schiebungen, so daß diese ebenfalls den Nahtscherspannungen verhältnis- 
gleich sind, Jäger betrachtet nun diese letztere Beziehung als maß- 
gebend für die Größe der Nahtspannungen und ändert den Verlauf der 
Verschiebungen so ab, daß die zweiten Ableitungen und damit auch 
die Nahtspannungen an den Nahtenden Null werden, während die Ver- 
schiebungen an diesen Orten, in Übereinstimmung mit den Verstichs- 
ergebnissen, ihre Größtwerte behalten, 


Die vorliegende Lösung stellt bereits einen bedeutsamen Fortschritt 
in der schwierigen Untersuchung von Überlappungsschweißungen mit 
Flankennähten dar, ist aber noch immer als Näherungslösung anzusprechen. 
Nicht bloß wegen der Vereinfachungen beim Ansatz der längs der Schweiß- 
nähte geltenden Formänderungsbedingungen, sondern auch deshalb, weil 
der Spannungs- und Verzerrungszustand der Stäbe (so wie bei den beiden 
vorgenannten Arbeiten) nur innerhalb der Überlappung, ohne Rücksicht 
auf den bestehenden Zusammenhang mit den außerhalb der Überlappung 
liegenden Stabteilen ermittelt wurde. Damit konnte aber die Wirkung 
der geometrischen Kerbe der Stäbe an den Nahtenden noch nicht voll 
erfaßt werden. Eine weitere Näherung bedeutet die in allen drei Ab- 
handlungen vorgenommene Übertragung der Ergebnisse auf eine Laschen- 
verbindung; denn damit erhält man für die Laschen keinen zur Mitte 
symmetrischen Spannungszustand, 

Vom rein wissenschaftlichen Standpunkte aus wäre zu wünschen, 
daß die Ermittlung der Lastspannungen in Überlappungsverbindungen 
und in verlaschten Stößen im Falle der Idealisierung auf ebene Spannungs- 
zustände noch weiter vervollkommnet und einer elastizitätstheoretisch 
strengen Lösung zugeführt werden könnte. Da die Voraussetzungen für 
ebene Spannungszustände ohnehin nur gegeben sind, wenn die Dicken 
der Stäbe und Laschen als sehr gering vorausgesetzt werden, könnte 
auch auf die besondere Berücksichtigung der Formänderung der Nähte 
verzichtet werden, womit sich die Zuziehung‘ mehr oder minder will- 
kürlicher Annahmen erübrigen würde, 


II. Geschweißte Blechträger. 


Die Verbundwirkung geschweißter Blechträger ist eine verhältnis- 
mäßig vollkommene, da die Schweißnäbte nur geringe Nachgiebigkeit 
aufweisen. In der Praxis werden diese Träger auch immer wie einheit- 
liche Träger berechnet. Im Falle eingehenderer Untersuchungen ist es 
aber notwendig, die Minderung der Verbundwirkung zufolge der Ver- 
formung der Nähte zu berücksichtigen. Wir erhalten dann eine Ver- 
teilungslinie für die Biegespannungen, die Rücksprünge in der Höhe der 
Schweißnähte besitzt (Bild 13b). Die Randspannungen des Stegbleches 
sind also größer als beim einheitlichen Träger, und im Falle weicherer 
Nähte können diese Spannungen örtlich noch größer werden als die 
Biegespannungen an den äußeren Gurträndern. 

Den geschweißten Blechträger mit durchlaufenden Kehlnähten 
hat erstmalig Kaiina" im Rahmen der technischen Biegungslehre 
behandelt. Bild13 zeigt den errechneten Verlauf der Nahtscherspannungen>, 
der Randspannungen os; des Stegbleches und «, des Gurtes für den 


mittleren Teil eines Blechträgers mit konstantem Querschnitt, belastet 
durch eine Einzellast in Feldmitte, Die Linie der Nahtscherspannungen 
ist wegen der Nachgiebigkeit der Schweißnähte nicht gleichlaufend mit 
der Querkraftslinie; sie weist am Lastorte keinen Sprung, sondern einen 
stetigen Übergang auf, Die Linie der Randspannungen des Stegbleches 
besitzt aus demselben Grunde im Bereiche des Lastortes eine vor- 
springende Spitze. Trotzdem sich die Untersuchung auf die verein- 
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stützt, entsprechen die Er- 
gebnisse im allgemeinen auch 
strengeren Anforderungen. 
Da die Schweißnähte durch- 
laufen, entstehen nämlich in 
Stabrichtung keine Unstetig- 
keiten im Kraftfluß, und die 
Spannungsverhältnisse im 
Träger können hinreichend 
genau durch die elementare 
Berechnungsweise erfaßt 
werden. Man hat zwar 
befürchtet, daß bei breiteren 
Gurtplatten schon ein wesent- 
licher Abfall der Biege- 
spannungen gegen die seit- 
lichen Gurtränder hin ein- 
treten könne, und die 
übliche Berechnungsweise 
daher zu kleine Spannungs- 
größtwerte liefern würde, 
Nun ist wohl die Verteilung 
der Biegespannungen in der 
Querrichtung eine ungleich- 
mäßige, aber, wie später noch näher begründet wird, sind die damit 
zusammenhängenden Spannungserhöhungen in Gurtmitte bei den üblichen 
Bauformen der Blechträger verhältnismäßig unbedeutend. 

Über die Berechnung von Blechträgern mit unterbrochenen 
Schweißnähten liegen mehrere Untersuchungen vor, die alle tnter 
den vereinfachenden Annahmen der technischen Biegungslehre durch- 
geführt wurden. Als erster hat sich A, Sokolow?8) mit diesem Problem 
befaßt. Zur Ermittlung der Nahtspannungen teilt er jedes Nahtstück in 
drei Gebiete ein, Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten 
führen zur Lösung der Aufgabe. 
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27) Der Blechträger mit durchlaufenden Schweißnähten, Wasser- 
wirtsch, 1933, Heft 7/8, 

28) Die Spannungsverteilung in Schweißstellen beim Biegen und 
Spannungsverteilung in einer punktförmigen Schweißstelle beim Biegen, 
Z. techn, Physik, Leningrad, Bd. 3 (1933), S. 145 bzw, 1091. 
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R, Kaiinam hat ebenfalls die Differenzenrechnung angewendet. 
In seiner Untersuchung wird die Nachgiebigkeit der Schweißnähte be- 
rücksichtigt. Es ist ihm im Rahmen der obigen Voraussetzungen ge- 
lungen, die vollständige Lösung des 
Problems in geschlossener Form zu ent- 
wickeln. Er erhält für jedes Nahtstück 
einen kettenlinienförmigen Verlauf der 
Nahtscherspannungen mit Spannungs- 
spitzen an beiden Enden; die Linie der 
Randspannungen des Stegbleches zeigt 
sägeförmigen Verlauf, In Bild 14 sind 
Teile der Linie der Nahtscherspannungen 
o sowie der Randspannungen «sg; des 


Stegbleches dargestellt, und man erkennt 
bereits die ungünstige Wirkung der unter- i 
brochenen Schweißnähte. Die wirklichen 
Spannungsverhältnisse sind noch un- ' 
günstiger; hier liegt wieder ein Fall vor, 
in welchem mit der Idealisierung auf 
stabförmige Körper die wirklichen Span- 
nungszustände nicht mehr genügend 
genau erfaßt werden können. Versuche 
von Hochheim") haben gezeigt, daß 
die Dauerfestigkeit von Trägern mit 
unterbrochenen Schweißnähten wesent- 
lich geringer ist als die von Trägern 
mit durchlaufenden Nähten, und nach 
unseren Vorschriften dürfen bekanntlich im Brückenbau auch keine 
unterbrochenen Nähte ausgeführt werden, Da bei den Versuchen von 
Hochheim verhältnismäßig hohe Träger verwendet worden sind, hat 
Bierett®t) weitere Versuche durchgeführt, und zwar mit mehrfach ge- 
schlitzten Walzträgern. Hierbei wurden große Spitzenwerte der Haupt- 
schubspannungen festgestellt, und Bierett weist darauf hin, daß die unter 
diesen Beanspruchungen , bereits örtlich auftretenden bleibenden Form- 
änderungen die Dauerfestigkeit im Falle wechselnder Beanspruchung sehr 
ungünstig beeinflussen müssen, 


Die Bedingungen für die möglichst gleichmäßige Verteilung der 
Gurtspannungen über die Gurtbreite sind bei geschweißten Trägern un- 
günstigere als bei genieteten Trägern. Bei den ersteren werden ja die 
in die Gurtplatte gelangenden inneren Kräfte durch die Halsnähte in 
Gurtmitte übertragen, während bei den genieteten Trägern die Kraft- 
eintragung durch die günstiger im Gurt liegenden Kopiniete erfolgt. Es 
schien daher wichtig, Aufschluß über die Verteilung der Spannungen in 
den Gurten geschweißter Träger zu erlangen. Diese Aufgabe hat der 
Verfasser für Träger mit durchlaufenden Schweißnähten auf elastizitäts- 
theoretischem Wege streng gelöst”), Die Nachgiebigkeit der Schweiß- 
nähte wurde berücksichtigt, die 
Ergebnisse wurden aber vergleichs- 
weise auch unter Vernachlässigung 
der Nahtverformung ausgewertet. 
Bei nachgiebigen Nähten ergeben 
sich wieder Rücksprünge in den 
zur Stabachse parallelen Normal- 
spannungskomponenten, Bild 15 
zeigt den Verlauf der in Stabrichtung 
wirkenden Normalspannungen längs 
des lotrechten Mittelschnittes sowie er! 
längs der äußeren Gurtränder. Der | 2 
Spannungsabfall von der Mitte 
gegen die seitlichen Gurtränder 
hin ist für das gewählte Beispiel 


Bild 14. 


ein bedeutender. Diese Spannungs- Bild 15. 
linien betreffen aber einen sehr 
ungünstigen Fall, nämlich einen Balkenträger mit verhältnismäßig 


breiten Gurtplatten Die der Stützweite), der in Feldmitte durch eine 
Einzelkraft belastet ist. Gegenüber der üblichen Berechnungsweise ergibt 
sich eine um 26"/, höhere Größtspannung. Die Auswertung der Unter- 
suchungsergebnisse für Träger mit schmaleren Gurtplatten und für andere 
Belastungsweisen führt zu wesentlich günstigeren Ergebnissen, Im all- 
gemeinen besteht daher kein zwingender Grund, von der üblichen Be- 
rechnungsweise abzugehen, 

Es sei noch bemerkt, daß auch Anhärtungen der Nahtzone Anlaß 
zu einer Erhöhung der Spannungen in Gurtmitte geben, allerdings erst 
dann, wenn der außerhalb der Härtungszone liegende Werkstoff die Fließ- 
grenze erreicht. 


III. Stabanschluß an ein Knotenblech. 
Mit dem gegenständlichen Problem hat sich erstmalig Pilgram 
befaßt, und zwar versuchte er auf elastizitätstheoretischem Wege, unter 
Zugrundelegung ebener Spannungszustände, zu einer Lösung zu gelangen. 


2) Die Berechnung der Spannungsverteilung in Blechträgern mit 
unterbrochenen Schweißnähten. Sitz.-Ber. d. Wiener Akad. d. Wiss. 
Abt. Ila, Bd. 143 (1934), Heft 3/4; Stahlbau 7 (1934), Heft 5. 

30) Mitt. a. d. Forsch.-Anst. d G.H.H., 1930 bis 32, S. 225. 

3) Die Schweißverbindung bei dynamischer Beanspruchung. Elektro- 
schweißung 4 (1933), S. 61. 

32) Spannungsvertellung in geschweißten Blechträgern. 
1933), S. 98. 
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Er behandelte zunächst den Anschluß eines axial beanspruchten Flach- 
stabes mittels Flankenkehlnähten allein®), In dieser Untersuchung wurden 
sehr weitgehende Vereinfachungen zu Hilfe genommen, wie z. B. die 
Annahme starrer Knotenbleche und starrer Schweißnähte, Auf die Mängel 
dieser Arbeit hat Kohl?! in einer Zuschrift verwiesen, in der er auch 
über die Ergebnisse seiner Untersuchungen berichtet. 


Kohl hat diese Ergebnisse auch in einer eigenen Abhandlung ®) 
veröffentlicht. Es handelt sich wieder um eine Näherungslösung, und 
der erhaltene parabolische Verlauf der Nahtscherspannungen dürfte kaum 
der Wirklichkeit nahekommen. Auf Grund allgemeiner Betrachtungen 
schließt er, daß die Spannungsverhältnisse im Stabanschluß mit wachsendem 
Öffnungswinkel desKnotenbleches ungünstiger werden; Versuchsergebnisse 
haben diese Auffassung bestätigt. 

In einer zweiten Arbeit®) hat Pilgram den axial beanspruchten 
Stabanschluß unter der Voraussetzung untersucht, daß zwei Flankenkehl- 
nähte und eine Stirnnaht (Stabende) ausgeführt werden. Auch hier sind 
die zugezogenen Vereinfachungen zu weitgehend. 

Pilgram hat das Problem des Stabanschlusses mit Flankenkehl- 
nähten später nochmals aufgegriffen”). Er behandelt zunächst in schärferer 
Weise wieder den Stabanschluß an ein starr gedachtes Knotenblech, 
Zur Eingrenzung der Wirklichkeit zieht er sodann jene Spannungsverteilung 
heran, die sich ergibt, wenn das Knotenblech einen Stab bildet, dessen 
Abmessungen und elastische 
Eigenschaften mit denen des an- 
zuschließenden Stabes überein- 
stimmen, 

Jäger”) hat den axial be- 
anspruchten Stabanschluß mit 
Flankenkehlnähten unter Zu- 
grundelegung eindimensionaler 
Spannungszustände untersucht. 
Das Knotenblech wurde hierbei 
als Stab mit linear veränderlicher 
Breite aufgefaßt. Die Verteilung 
der Nahtscherspannungen ist in 
Bild 16 dargestellt. Die Rechnung 
zeigt, daß die am Stabende auf- 
tretende Spitze der Nahtscherspan- 
nungen mit zunehmendem Öff- 
nungswinkel des Knotenbleches 
größer wird. 

Im Falle der Idealisierung auf 
ebene Spannungszustände konnte 
eine befriedigende Lösung bisher 
noch nicht gegeben werden. 


Bild 16. 


IV. Stirnkehlnaht-Verbindungen. 


Goelzer®), der wohl die erste Untersuchung einer Stirnkehlnaht- 
verbindung veröffentlichte, hat als Nahtquerschnitt ein beliebiges Dreieck 
angenommen und den Spannungszustand der Naht als einen ebenen 
vorausgesetzt, Zur Beschreibung desselben hat er verschiedene Ansätze, 
die der Scheibengleichung /J/F=0 genügen, in Betracht gezogen, und 
schließlich lineare Ansätze für die Spannungskomponenten beibehalten. 

Sie sind so gewählt, daß 


2 die Randbedingungen des 

2, TERU freien Nahtrandes (AB 

2 in Bild 17a) bereits 

Pri AEC erfüllt werden, Die 
SZ Freiwerte der Ansätze 
A—L 7 werden dann so ermittelt, 

Fest daß auch den Gleich- 

a) E gewichtsbedingungen an 


den belasteten Naht- 
rändern AC und BC ent- 
sprochen wird, Wie bei 
allen späteren Unter- 
suchungen, die sich auf 
die alleinige Betrachtung 
des Nahtkörpers beschrän- 
ken und auf die Form- 
änderungsbedingungen 

längs AC und BC keine 
Rücksicht nehmen, sind 
die Ergebnisse unbefrie- 
digend, 


b) = 
Bild 17. 

39) Beitrag zur Berechnung von Schweißverbindungen. 
(1930), S. 689. 

34) Bauing. 11 (1930), Heft 52, 

4) Über die Kraftverteilung in Flankenkehlnähten, Elektroschweißung 2 
(1931), Heft 8, 

36) Bauing. 12 (1931), S. 128, 

31) Elektroschweißung 3 (1932), S, 231. 

3) Die Spannungsverteilung in einem geschweißten Stabanschluß. 
Wasserwirtsch, 1932, Heft 30/31. 
al La resistance élastique des joints soudés. Le Genie Civil 93 (1928/2), 
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Für die Laschenverbindung nach Bild 17 ergibt diese Rechnung bei- 
spielsweise linearen Verlauf der Schubspannungen längs AC, mit dem 
Spannungsnullwert im Wurzelpünkte C. 


Hammond Smith‘) und später O, Mies*‘) haben einachsige Span- 
nungszustände angenommen und vorausgesetzt, daß die Spannungen im 
Nahtquerschnitt parallel zur freien Nahtkante AB verlaufen; sie haben 
damit dem Kraftstrom einen zweimaligen schroffen Richtungswechsel 
zugemutet. Die Ergebnisse dieser mit den einfachsten Mitteln 
durchgeführten Berechnungen weichen von der Wirklichkeit zum Teil 
stark ab. 


N. Streletzky u. G. Nikolajeff‘!) haben den Spannungszustand 
im Nahtdreieck wieder als eben vorausgesetzt und die Naht als Konsole 
des Stabes (Bild 17b) betrachtet. Die Nahtränder BC werden als frei- 
liegend aufgefaßt, und es wird angenommen, daß sie durch gleichmäßig 
verteilte, parallel zur Stabachse wirkende Kräfte belastet sind. Längs BC 
wird also auf die feste Verbindung mit der Lasche keine Rücksicht ge- 
nommen; die längs BC wirkenden Schubspannungen bleiben außer Betracht. 
Die zur Beschreibung des Spannungszustandes entwickelten Spannungs- 
komponenten beziehen sich aber tatsächlich auf einen Keil, belastet gemäß 
Bild 17c, und die Spannungsfunktion für diesen Fall war bereits bekannt®?), 
Die vereinfachende Annahme hinsichtlich der Nahtbelastung längs BC, 
die Unmöglichkeit der Befriedigung der Formänderungsbedingungen längs 
dieses Nahtrandes und schließlich die bloße Betrachtung des Keiles, ohne 
Rücksicht auf die Kerben bei A und C, führen zu wenig beiriedigenden 
Ergebnissen, 


Auch Gran Olsson*?) hat versucht, das gegenständliche Problem auf 
elastizitätstheoretischem Wege, unter Zugrundelegung ebener Spannungs- 
zustände, zu lösen. Er betrachtet wieder nur den Nahtkörper für sich, 
Zur Beschreibung des Spannungszustandes (gleichschenkliges Nahtdreieck) 
wird ein Potenzansatz mit verhältnismäßig wenigen Freiwerten heran- 
gezogen, Die Untersuchung führt zu einem bezüglich der Kehlschnitt- 
linie CD (Bild 17a) symmetrischen Spannungszustand, unter welchem die 
Werkstoffanstrengungen in A und B Größtwerte, und zwar gleicher Höhe, 
erreichen, Nun bildet aber B eine ausspringende Ecke der Laschen- 
verbindung und ist im vorliegenden Falle daher spannungsfrei; die größte 
Anstrengung tritt in Wirklichkeit, wie schon H. Smith*), erkannt hat, im 
Wurzelpunkte C auf, 


Olsson 231 hat dasselbe Problem später nochmals aufgegriffen und den 
Ansatz für die Airysche Spannungsfunktion, die den ebenen Spannungs- 
zustand der Stirnkehlnaht beschreiben soll, allgemeiner gehalten, Wären 
die Verschiebungen der Stab- und Laschenpunkte längs AC und BC 
bekannt, dann könnten auch die Formänderungsbedingungen längs dieser 
Ränder erfüllt werden. 


4) Über die Spannungsverteilung in Stirnkehlnähten, Elektroschwei- 
Bung 5 (1932), S. 141. 

4) Calcul des soudures prismatiques à section triangulaire, Erste 
Mitt. d. Neuen Int. Verb. f. Mat.-Prüf., Zürich 1930, Gruppe D, S. 237. 

42) Akira Miura, Spannungskurven in rechteckigen und keilförmigen 
Trägern. Berlin 1928. 

48) Der ebene Spannungszustand der Schweißnaht. Bauing. 13 (1932), 
S. 294. 

4) Elektroschweißung 4 (1933), Heft 7. 


Eine befriedigende elastizitätstheoretische Lösung des gegenständlichen 
Problems konnte bisher nicht gefunden werden, und ohne gleichzeitige 
Erfassung des Spannungszustandes in Nähten, Stab und Laschen ist eine 
solche kaum denkbar. Zutreffendere Ergebnisse als die bisherigen 
strengeren Untersuchungen liefert die einfache Näherungsberechnung von 
Schaechterle®s). 

Wollen wir genaueren Aufschluß über die Spannungsverhältnisse in 
einer Stirnkehlnahtverbindung nach Bild 17a erhalten, so müssen wir die 
Ergebnisse experimenteller Spannungsermittlungen betrachten, Dies- 
bezüglich sei auf die Veröffentlichungen von Bierett und Grüning“®) 
sowie von Coker?’) verwiesen. 


Wie zu erwarten war, ergaben sich auf Grund der experimentellen 
Spannungsermittlungen die ungünstigsten Beanspruchungen bei C und 
sodann bei A, Aus Dauerversuchen ist ja auch bekannt*®), daß (bei fehler- 
freier Ausführung der Nahtübergänge) Anbrüche zuerst bei C und später- 
hin auch bei A auftreten, Im Hinblick auf die Härtungserscheinungen, 
besonders bei festeren Stählen, ist hervorzuheben, daß hier die Orte 
größter Werkstoffanstrengtung zugleich auch Orte größter Härtung sind ®®); 
zufolge der Erhöhung der Fließgrenze in diesen Gebieten liegen ungünstige 
Bedingungen für einen plastischen Abbau der Spannungsspitzen vor, 

Es sei noch kurz auf ein Verfahren von N, C. Kist?) hingewiesen, 
nach welchem die statische Festigkeit von Stirnkehlnahtverbindungen 
rechnerisch ermittelt werden kann. Hierbei wird die Hypothese der un- 
veränderlichen Gestaltänderungs- 
energie als Bruchhypothese 
verwendet; als Bruchfläche wird 
die Kehlschnittsebene angesehen. 
Es kommt jetzt darauf an, welchen 
Winkel die Richtungslinie der 
Spannungsresultante S (Bild 18) 
des Kehlschnittes mit dieser Ebene 
einschließt, denn die Bruchiestig- 
keit der Naht hängt von diesem 
Winkel ab. Derselbe wird im Sinne 
der Plastizitätstheorie nun so bestimmt, daß die zu übertragende Kraft P 
ihren Größtwert erreicht, Unter Berücksichtigung der Reibung zwischen 
Stab und Laschen (Reibungszifier 0,2) erhält Kist als Traglast der Verbindung 
P—0,91 éi dp worin f, die Fläche des Kehlschnittes einer Stirnnaht und 


öp die am Probestabe ermittelte Bruchfestigkeit des Schweißgutes bedeutet, 
(Schluß folgt.) 


4) Die zulässigen Spannungen bei genieteten und geschweißten Stahl- 
brücken. Bautechn. 10 (1932), S. 604. 

46) Spannungszustand und Festigkeit von Stirnkehlnahtverbindungen, 
Stahlbau 6 (1933), S. 169, 

+7) The Stress Analysis of Fusion Joints, Symposium on the Welding 
(London, May 1935), Group IV. 

489) O, Graf, Über die Dauerfestigkeit von Schweißverbindungen, 
Stahlbau 6 (1933), S. 89. 

4) G. Bierett, Zur Festigkeitsfrage bei der Schweißung festerer 
Baustähle, Elektroschweißung 9 (1938), S. 121. 

50) Berechnung der Schweißnähte unter Berücksichtigung konstanter 
Gestaltänderungsenergie. Int. Ver. f. Brückenb, u, Hochbau, II. Kongreß 
(Berlin 1936), Vorbericht S, 521. 


Bild 18. 


Die Festigkeit leichtgekrümmter Druckstäbe aus Stahl bei schwingender Belastung. 


Alle Rechte vorbehalten, 


Übersicht: Die nachfolgende Untersuchung zeigt die Ermittlung 
der kritischen Belastung (Tragfähigkeit) leichtgekrümmter, stählerner 
Druckstäbe bei schwellender und wechselnder Beanspruchung. Man 
erhält als Ergebnis, daß die durch zeitlich rasch veränderliche Normal- 
kräfte bewirkte Herabsetzung der Stabilitätsgrenze bei schlanken Druck- 
stäben ein recht erhebliches Ausmaß erreicht. 


Das Problem der Tragfähigkeit stählerner Druckstäbe wurde vom 
Verfasser für den Fall einer unendlich langsam anwachsenden axialen 
Druckbelastung (statische Festigkeit) eingehend behandelt!). Zum besseren 
Verständnis der nachfolgenden Ausführungen werden die grundsätzlichen 
Ergebnisse dieser Untersuchung kurz wiedergegeben. Ein auf axialen 
Druck und Biegung beanspruchter Stab aus einem elastisch-plastischen 
Werkstoff (Stahl) besitzt für kleine Normalkräfte zwei mögliche Gleich- 
gewichtslagen, wobei der Stab im Zuge der Belastung die der kleineren 
Ausbiegung entsprechende primäre Gleichgewichtslage einnimmt. Mit 
zunehmender Belastung nähern sich diese beiden möglichen Gleich- 
gewichtslagen und fallen unter der kritischen Last zusammen, Die 
kritische Last ist demnach dadurch gekennzeichnet, daß gerade noch 
Gleichgewicht zwischen äußeren und inneren Kräften vorhanden ist und 
stellt also die obere Grenze des Tragvermögens für den Stab dar. In 
meinem Buche!) wurden die wichtigsten, praktisch vorkommenden Fälle 
axial gedrückter und auf Biegung beanspruchter Stahlstäbe eingehend 
untersucht und die entsprechenden kritischen Lasten D. bzw, die kritischen 


Axialspannungen o,,—P,/F in Abhängigkeit vom Ausmittigkeitsmaß 
m—a/k — hier bedeuten a=M, [Pr (My. . . kritisches Biege- 


1) K, Jäger (Ježek), Die Festigkeit von Druckstäben aus Stahl, 
Wien 1937, Jul. Springer, 


Von Dozent Dr.-ğng. habil, Karl Jäger, Wien. 


moment) die Ausmitte und E die dem Angriffspunkt der Druckkraft gegen- 
überliegende („verschränkt gemessene“) Kernweite des Querschnitts — 
und von der Stabschlankheit À für die zur Anwendung gelangenden Quer- 
schnittsformen in Zahlentafeln und Schaubildern für die Stahlsorten St 37 
und St52 dargestellt. Es ist ferner zu beachten, daß der Stab beim 
Eintritt des kritischen Gleichgewichtszustandes bereits bleibend ver- 
formt ist, wobei die Ausdehnung des Fließgebiets mit abnehmender 
Schlankheit und wachsender Ausmitte a zunimmt. Als untere Grenze 
für die kritische Spannung ist daher jene Axialspannung d. anzusehen (ich 
habe diesen Wert in meinem Buche als nutzbare Axtalspannung des 
elastischen Bereiches bezeichnet), unter welcher am Biegedruckrand bzw. 
bei unsymmetrischen Querschnitten u. U. auch am Biegezugrand des 
Querschnitts gerade die Fließgrenze op erreicht wird, wobei die Gültigkeit 
des Hookeschen Gesetzes bis zur Fließgrenze vorausgesetzt wird (Ideal- 
Stahl). Bei schwach gekrümmten Druckstäben ist nun die Ausmitte @ des 
Kraftangriffs sehr klein, und man darf dann insbesondere bei schlanken 
Stäben (s. mein Buch) die kritische Spannung durch die etwas tiefer 
gelegene Axialspannung d, ersetzen; man bleibt damit auf der sicheren 


Seite der Ergebnisse und vermeidet außerdem die ziemlich verwickelten 
Rechnungen innerhalb des elastisch-plastischen Bereichs. 


Bei zeitlich rasch veränderlicher Belastung tritt nun bekanntlich eine 
besonders bei schlanken Stäben merkliche Erhöhung der Ausbiegung des 
Stabes ein, so daß hier die Beanspruchung bei Vorhandensein einer axialen 
Druckkraft weitaus ungünstiger sein kann als bei der statischen Be- 
anspruchung. Hierdurch wird eine Herabsetzung der kritischen Last 
(Stabilitätsgrenze) bedingt, deren Größe für die beiden Sonderfälle „reine 
Schwellbeanspruchung* und „reine Wechselbeanspruchung“ in den beiden 
nachfolgenden Abschnitten bestimmt werden soll. 
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1. Reine Schwellbeanspruchung. 


In Bild 1 ist ein leichtgekrümmter Stab dargestellt, dessen Achse im 
unverformten Zustande durch die Gleichung 
(1) u = m- sin Fr 
festgelegt ist, wobei voraussetzungsgemäß der mittlere Krümmungspfeil ig 
nur einen kleinen Bruchteil der Stablänge betragen soll, Die Querschnitts- 
form des Stabes sei vorläufig noch beliebig, jedoch entspricht die Bild- 
ebene einer Hauptträgheitsebene, Die Belastung erfolgt gemäß Bild 1 
durch eine in den beiden Endquerschnitten mittig angreifende Normal- 
kraft N, deren zeitliche Änderung durch das Gesetz 


(2) N= P (1 + cos w t) 
gegeben ist, was einer reinen Schwellbeanspruchung entspricht (N „1 = H 
Nax —2P). In Gl. (2) bedeutet ferner Z die Zeit und » die Kreisfrequenz 


der Schwingung, 

Der Stab wird zufolge dieser äußeren Belastung auf axialen Druck 
und Biegung beansprucht. Seine Ausbiegung an irgendeiner Stelle im 
Abstande x vom oberen Ende wird mit y bezeichnet. Infolge der zeitlich 
veränderlichen Normalkraft treten Schwingungen sowohl in der Längs- 
richtung des Stabes (Längsschwingungen) als auch quer zur Stabachse 
(Querschwingungen) auf, Wegen des Trägheitswiderstandes eines Stab- 
teilchens gegen Verschiebung und Drehung treten zusätzliche Trägheits- 
kräfte in Richtung und quer zur Stabachse als auch ein Drehmoment auf. 
Durch die Längsbewegung des Teilchens ändert sich nun die Normalkraft 
längs der Stabachse, doch kann man — auf die Rechnung selbst soll hier 
nicht eingegangen werden — leicht zeigen, daß die Zunahme der Normal- 
kraft von den Stabenden gegen die Stabmitte zu bei den hier betrachteten, 
baupraktischen Erwägungen entsprechenden Frequenzen von höchstens 
fünf Schwingungen je Sekunde so geringfügig ist (die Normalkraft ändert 
sich um höchstens 1°/, ihres Endwertes), daß sie ohne weiteres vernach- 
lässigt werden kann; hiermit wird auf die zwar zwangläufig vorhandene, 
aber äußerst schwache Kopplung zwischen Längs- 
und Querschwingungen bewußt verzichtet). Da 
ferner die nachfolgende Untersuchung im Bereiche 
der niedrigsten Eigenfrequenz durchgeführt wird, 
kann auch der Einfluß der Rotationsträgheit als 
unbedeutend vernachlässigt werden, 


E (ar SÉ ax) 
| Gu 
EM! Mi 
= FI du 
Séi, LU 
(iz 0a 
Bild 1. Bild 2. 


Auf ein Stabelement von der Länge dx wirkt dann gemäß Bild 2 ein 
veränderliches Biegemoment M, eine veränderliche Querkraft Q, eine 
unveränderliche Normalkraft N und eine quer zur Stabachse gerichtete 


Rückstellkraft R = u» SCH nachdem die Trägheitswiderstände in Richtung 
der Stabachse und gegen Drehung des Teilchens nach den obigen Aus- 
führungen vernachlässigt werden können, 
In den nachfolgenden Rechnungen bedeuten ferner: 
F= die Querschnittsfläche des Stabes, 


J=das Trägheitsmoment des Stabquerschnitts für die zur 
Momentenebene senkrechte Hauptträgheitsachse, 


W,= das Widerstandsmoment des Querschnitts für den Biege- 
druckrand, 
y = das Einheitsgewicht des Werkstoffs, 
g= die Schwerebeschleunigung, 


u=”. F= die Stabmasse je Längeneinheit, 


E = das Elastizitätsmaß des Werkstoffs, 
g p= die Fließgrenze des. Werkstofis, 
»= die Anzahl der Schwingungen je Sekunde, 
w = 2 m v= die Kreisfrequenz der Schwingung. 
Die Gleichgewichtsbedingungen sind für das verformte Stab- 


element aufzustellen (Theorie II. Ordnung). Nachdem die Normalkraft N 
längs der Stabachse unveränderlich angenommen wird, ist die Gleich- 


2) K.Hohenemser u, W, Prager, Dynamik der Stabwerke, S. 123 ff. 
Berlin 1933, Jul. Springer, 


gewichtsbedingung in dieser Richtung identisch erfüllt. Aus der Gleich- 
gewichtsbedingung der Kräfte quer zur Stabachse ergibt sich gemäß Bild 2 


(8) SÉ (a | Ge -dx) + R=0, 
woratis 5 l 
dQ dy 
(3) ax ER 
folgt. Aus der Momentenbedingung für das Stabelement erhält man 
SS bast dM N 3 (22 | A 
6) M (m e dx) Qax + NSS +, )dx=0, 
Aus der einmaligen Differentiation dieser Gleichung folgt 
oi A oO Ke EE EE 
(6) ECKE KC N| De Te be 
Nachdem die Krümmung des Stabes durch den Ausdruck 
Be 
d E A 


gegeben ist, nimmt Gl. (6) unter Verwendung der Gl. (1), (2), (4) u. (7) die 
nachstehende Form an; 


(8) Dy A Pli+csat gu, a Su 
GE KE EJ ax" EI ap 
P(l-- cos w é) n mX 
EA, e Da 27 e sin n 


Die obige lineare, nichthomogene, partielle Differentialgleichung 
4. Ordnung mit veränderlichen Koeffizienten stellt die Differentialgleichung 
für die Querschwingungen eines schwach gekrümmten Druckstabes 
dar und kann unter Verwendung der Partikularlösung 


Dua d mX 
Se be, 2 
(9) y (P, —P) (L+ T) sin EN 
wobei T eine noch unbekannte Funktion der Zeit Z und P, = = 


die Eulersche Knicklast des geraden Stabes gleicher Querschnitts- 
abmessungen bedeutet, in die nachfolgende, gewöhnliche Differential- 
gleichung 2, Ordnung übergeführt werden: 
gët Ee) éen, E 
(10) dë SEI 1 P, (1 + cos w £) |T 
Gemäß GI, (9) ist die Stabachse in jedem Zeitpunkt der Bewegung 
nach einer Sinuslinie gekrümmt, deren Amplituden entsprechend der 
zeitlichen Veränderlichkeit der eingeleiteten Normalkraft [laut Gl. (2) 
schwingt nur ein Teil der Belastung] durch den noch unbekannten Multi- 
plikator (1 -+ 7) bestimmt sind. Die zur Ermittlung der Funktion T 
abgeleitete Differentialgleichung (10) läßt sich in geschlossener Form 
nicht integrieren. Die Bestimmung von T kann z.B. rechnerisch mit 
Hilfe eines geeigneten Potenzreihenansatzes oder auch zeichnerisch nach 
bekannten Verfahren vorgenommen werden, Nachfolgend soll G1, (10) 
näherungsweise nach folgender Überlegung gelöst werden: Denkt 
man sich das Glied mit T auf die rechte Seite der Gl, (10) geschafft, so 
kann die entstandene Beziehung als Differentialgleichung der Biegelinie 
eines Stabes mit den Abszissen 7 und den „Ausbiegungen* T aufgefaßt 
werden, Man erkennt nun sofort, daß man etwas zu ungünstig rechnet, 
wenn das die Größe 7 enthaltende Belastungsglied mit dem Größtwert 
der Normalkraft 2 P für cos w t= 1 genommen wird®). Man erhält dann 
an Stelle von GI. (10) die innerhalb des Intervalls O=cos w t= 1 gültige 
und ohne weiteres integrierbare Differentialbeziehung 


der Pr 2P Pè? 
a de T WEI D- P | r= 


ey 


* COS of, 


Mit Einführung der Randbedingungen (t= 0... T'=0 und Hefe 
T= 0) ergibt sich die vollständige Lösung in der Form 


ge cos w É 
(12) dar KZ? 2 Sit e w* ) tf 
| P w? / 
In der obigen Gleichung wurde zur Abkürzung 


Tes 2P 
(13) ie “EJ ( d P ) 
gesetzt, und es entspricht », der niedrigsten Eigenfrequenz eines mit der 
statischen Normalkraft 2 P auf mittigen Druck belasteten geraden Stabes 
gleicher Querschnittsabmessungen®). Der Größtwert von T tritt gleich- 
zeitig mit der größten Normalkraft auf (cos »f=1) und ergibt sich zu 


(14) Jar = TR TY ETN 
Du: pS Es 


2) Eine zahlenmäßig genaue Lösung der Differentialgleichung (10) soll 
an anderer Stelle gegeben werden. Es sei jedoch schon hier bemerkt, 
daß die obige Näherungslösung zu kritischen Lasten führt, die für die 
weiterhin betrachteten Belastungsfälle nur wenig unter den wahren Werten 
liegen, 

4) K. Hohenemser u, W, Prager, Dynamik der Stabwerke, S. 230. 
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Die größtmögliche Durchbiegung in Stabmitte erhält man zur Zeit Z—=0, 
und sie beträgt laut Gl. (9) u. (14) 


Pu 1 
(15) Maas ~ Ge Lt 2P) | E | 


2 
0) 1 = 


Im Grenzfalle »—0 erhält man aus GI. (15) die bekannte Formel 
für die statische Durchbiegung eines durch die axiale Druckkraft 2 P 
belasteten leichtgekrümmten Stabes, Das in Stabmitte auftretende größte 
Biegemoment ergibt sich aus 


(16) M max — Nias (tto 2p Ee =2P (to as Imax)- 
Im mittleren Querschnitt des Stabes = sl beträgt daher die 
größte Spannung am Biegedruckrand / 
IN: Se 

(17) en max 3 D f 
max F Wa 

und dieser Wert entspricht bei doppeltsymmetrischen Querschnitten auch 
gleichzeitig der größten Randspannung. Setzt man weiterhin der Ein- 
fachheit halber einen I-Querschnitt mit unendlich dünnem, aber schub- 
sicherem Steg und zwei sehr dünnen Lamellen entsprechend Bild 3 
voraus, so tritt bei diesem Profil mit dem Erreichen der Fließgrenze øp 


am Biegedruckrand bereits der kritische Gleichgewichtszustand auf, 
das heißt, die Grenze des Tragvermögens ist erreicht, weil eine weitere 
Plastizierung nicht möglich ist, Die der entsprechenden kritischen Normal- 
kraft AM, = N nay = 2 Per zugeordnete kritische Axialspannung ad, =Nyr/ F 
entspricht der Stabilitätsgrenze des Stabes, Die Kernweite k und der 
Trägheitshalbmesser i des angenommenen Querschnitts sind praktisch 


M 


gleich groß ? > 
Kë so Wy A AE ge 
ern del Et | Lë 
Man erhält daher für den Beginn des Fließens am Biege- & | 
druckrand (kritischer Gleichgewichtszustand) die folgende 
Bedingung ell Fi: 
(19) ( SCH - 
aa tl Su =s . =: 
max Ju kr A A Bild 3. 


Bezeichnet man mit å = ; die Schlankheit des Stabes, so erhält man 


aus Gl. (19) unter Verwendung aller bisher abgeleiteten Beziehungen die 

nachfolgende Gleichung 
Or LE | ER 

20) (1—7 In — p (Okr + 


ylw) 
VER J ) 


gn? 
A2 Okr P yl w? ) lp 
— Æ#E\? gn? d L 


Aus der obigen Bedingung kann die kritische Axialspannung d, in 
Abhängigkeit von den Stababmessungen (Länge / und Schlankhelt 2) und 
der Kreisfrequenz » bestimmt werden. 

Schließlich seien noch zwei wichtige Sonderfälle kurz besprochen, 
Für statische Belastung (w = 0) ergibt sich aus Gl. (20) die in meinem 
Buche!) abgeleitete Formel 


= 0; 


EE el "eis |. 
= Okr L j (Op — tkr) 

Für den geraden Stab (u= 0) läßt sich die einer vorgegebenen Axial- 
spannung o, zugeordnete kritische Schlankheit 2, aus Gl. (20) explizit 


ermitteln, und man erhält 
(22) Ay — _— 


(21) 


Die Größe 4, stellt dann auch gleichzeitig die obere Grenze für die einem 
gekrümmten Druckstab entsprechende Gleichgewichtsschlankheit laut 
G1. (20) dar, 

Über den zahlenmäßigen Einfluß einer zeitlich veränderlichen 
Belastung auf die Tragfähigkeit eines leichtgekrümmten Druckstabes geben 
die nachfolgenden Rechnungen Aufschluß. Gehört z. B. der betrachtete 
Druckstab dem Tragwerk einer Fachwerksbrücke an, so wäre entsprechend 
der Umdrehungszahl der Triebräder einer Lokomotive oder der Trieb- 
achse eines Lastkraftwagens die Frequenz mit »—5 Schwingungen je 
Sekunde anzunehmen, Ich habe bereits in meinem Buche darauf hin- 
gewiesen, daß kleine Krümmungen der Stabachse praktisch unvermeidlich 
sind, und daß derartige Außermittigkeiten des Kraftangriffs besonders bei 
mittleren Schlankheitsgraden A—= 80 bis 120 eine nicht unbeträchtliche 
Herabsetzung der Tragfähigkeit zur Folge haben?). Es soll daher ein 


5) K. Jäger (Jezek), Die Festigkeit von Druckstäben aus Stahl, — 
Das Schaubild 41, S. 69, zeigt deutlich den ‚schädlichen Einfluß kleiner 
unbeabsichtigter Krümmungen der Stabachse auf das durch o, gekenn- 


zeichnete Tragvermögen von „entwurfsgemäß“ geraden Druckstäben. Bei 
waagerecht gelagerten Druckstäben ruft übrigens das Eigengewicht praktisch 
dieselbe Wirkung hervor wie eine ursprünglich krumme Stabachse; hier- 
über gibt das Schaubild 39, S. 67, zahlenmäßig Aufschluß, 
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„unbeabsichtigter* Krümmungspfeil o, — 0,0012 angenommen und 
die kritische Spannung für s = 2400 kg/cm?, E=2100 t/cm? (St 37) und 


{=500 cm bei verschiedenen Schlankheitsgraden ermittelt werden, 


Das Ergebnis dieser Rechnung ist in Bild 4 zeichnerisch dargestellt. 
Die Knickspannungslinie des „Idealstahls“ (das Hookesche Gesetz gilt 
bis zur Fließgrenze, der Fließbereich ist unbegrenzt) wird bei statischer 
Beanspruchung aus der Euler-Hyperbel und der in Höhe der Quetsch- 
grenze dr parallel zur Abszissenachse laufenden Geraden gebildet. Die 


Knickspannungslinie für reine Schwellbeanspruchung ist durch G1, (22) 
festgelegt und in Bild 4 ebenfalls eingetragen. Die stark voll gezeichnete 
Linie stellt den Verlauf der kritischen Axialspannungen o,, gemäß GI (20) 


für das gewählte Krümmungsverhältnis z,//= 0,001 und »—=5 Schwin- 


gungen je Sekunde (o — 30 sek!) dar. Vergleicht man diese Linie mit 
der Linie der kritischen Spannungen für statische Belastung (gestrichelte 
Linie, œ = 0), so erkennt man, daß die schwingende Beanspruchung erst 
für Stäbe größerer Schlankheit eine merkliche Verminderung der Trag- 
fähigkeit zur Folge hat; bei A—200 sinkt die Tragfähigkeit bei reiner 
Schwellbeansprichung auf etwa 60%, des Tragvermögens bei statischer 
Beanspruchung ab. 

Es muß nun weiterhin untersucht werden, in welchem Ausmaße diese 
Herabsetzung der Stabilitätsgrenze durch die Vorschriften gedeckt 
wird. Bei reiner Schwellbeanspruchung ist zunächst der die zeitlich ver- 


änderliche Belastung berücksichtigende Beiwert „—0, Nimmt man z.B. 
die Stoßzahll mit „—=1,4 an, so ist an Stelle der Last N 


(statische Belastung) der Wert E (1 + ois 1,2 N (reine Schwellbelastung) 


beim Spannungsnachweis einzusetzen, d.h. man darf nur mit 830/, der 
bei ruhender Belastung zulässigen Spannung rechnen. Die Traglast bei 
reiner Schwellbeanspruchung muß also mindestens 83°/, der statischen 
Festigkeit betragen, und diese Forderung ist laut Bild 4 bei Stäben mit 
=150 und damit für die überwiegende Mehrzahl aller praktisch vor- 
kommenden Fälle erfüllt, Bei noch schlankeren Stäben mit 4 > 150 ist 
mit Rücksicht auf Bild 4 eine nicht allzu knappe Querschnittsbemessung 
zu empfehlen, 


ef 2900 kglem2 


2000 me 
V= S Schwinglin- 
gen [tsek 
ir 
` statische Beanspruchung 
A Aer Go Door! 
reine Jchwellbeanspruchung 
bei Uomaoal N 


S 
S 
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Kritische 


le 


£. | 
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Bild 4. 


In diesem Zusammenhange soll ferner darauf hingewiesen werden, 
daß der bereits im Druck vorliegende neue Entwurf I einer Knicknorm 
DIN 4114 eine unvermeidliche Krümmung der Achse eines entwurfsgemäß 
geraden, mittig gedrückten Stabes im Sinne meiner seinerzeitigen Vorschläge 
berücksithtigt. Man ersieht aus dem Verlauf der künftigen „Knickspannungs- 
linie“ (Traglastspannungen), die in Bild 4 strichpunktiert eingezeichnet ist, 
daß sie auch die durch schwingende Belastung bewirkte zusätzliche Ab- 
minderung der Tragfähigkeit für alle praktisch vorkommenden Schlankheits- 
grade in ausreichendem Ausmaße deckt, Der neue Knickspannungs- 
entwurf fußt bekanntlich auf der Voraussetzung, daß die unvermeidliche 
Krümmung der Stabachse bzw. die Außermittigkeit des Kraftangriffs mit 
zunehmender Schlankheit wächst, wobei der Sicherheitsgrad sinngemäß 
für alle Schlankheitsgrade gleich groß gewählt wird; die Berechtigung 
dieser Annahme wird durch die Ergebnisse der vorliegenden Unter- 
suchung grundsätzlich bestätigt. 


2, Reine Wechselbeanspruchung. 


Die Ermittlung der kritischen Belastung eines leichtgekrümmten 
Druckstabes, dessen Achse nach einer Sinuslinie laut Gl. (1) geformt ist, 
verläuft für reine Wechselbeanspruchung (N nay = P, N in ~ — P) ganz 
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analog dem in Abschnitt 1 durchgeführten Rechnungsgang. Die in den 

beiden Endquerschnitten eingeleitete Normalkraft ist durch das Gesetz 
(23) N=P+cosot 

festgelegt. Unter Verwendung der in Abschnitt 1 gebrauchten Bezeich- 

nungen erhält man aus den Gleichgewichtsbedingungen (3) und (6) die 

Differentialgleichung für die Querschwingungen des Stabes in der Form 


oi u P- cos m t Dy Wan FY 
a e ax FAA 
_ Pwmn?coswt sin IX 
Ge EJE / 


Die obige lineare, nichthomogene, partielle Differentialgleichung 
4, Ordnung mit veränderlichen Koeffizienten wird durch die Partikularlösung 
Du X 
(25) E ee CH 
in welcher 7 eine noch zu bestimmende Funktion der Zeit? und D. die 


Eulersche Knicklast des geraden Stabes gleicher Abmessungen bedeutet, 
in die nachstehende gewöhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung über- 
geleitet : s 
ÈT Ae "4 P TERN, P ` 
(26) de + PNE zg (1 — P, * COS oi d (Le EI (1 P, ) COS w £, 
Hinsichtlich der Integration der GI. (26) gelten die in Abschnitt 1 auf 
die analoge GI. (10) bezüglichen Ausführungen. Es wird auch hier zwecks 
Ermittlung des Größtwertes der Funktion T Gl. (26) näherungsweise inner- 
halb des Gültigkeitsbereichs O= cos w t= 1 durch die Differentialbeziehung 


2 


(27) + u” N w” * COS æ% É 
ersetzt, wobei zur Abkürzung f 

ar ek: P\ 

(28) een P, ) 


eingeführt wurde. G1, (27) läßt sich ohne weiteres integrieren, und man 
erhält mit den entsprechenden Randbedingungen ( — 0... T'=0 und 
2ot—=n,,,T=0) den Größtwert der Funktion für 2=0 zu 
1 
29) EECH 
( = a? ) 
Die größtmögliche Durchbiegung tritt zur gleichen Zeit in Stabmitte auf 
und ergibt sich laut G1. (29) aus Gl, (25) zu 
Po, 
(20) 2 DAG 
(Pe = Pl m | 


max — 


Ymax — 


Im Grenzfalle der ruhenden Belastung (œ = 0) führt Gl. (30) zu der 
bekannten Formel für die statische Durchbiegung eines durch die axiale 
Druckkraft D belasteten schwachgekrümmten Stabes, 


Das größte Biegemoment zur Zeit 2=0 tritt im mittleren Querschnitt 
auf und beträgt 


(31) M max = N max (uo dh Yina) ka P (ito j Ymax): 


Unter der Annahme des in Bild 3 dargestellten Querschnitts tritt die 
größte Randspannung gemäß G1. (17) am Biegedruckrand in Stabmitte 
auf; der kritische Gleichgewichtszustand wird erreicht, wenn diese größte 
Randspannung gleich der Fließgrenze dp gesetzt wird, Aus dieser Be- 


dingung erhält man schließlich die nachfolgende Beziehung, aus welcher 
die kritische Axialspannung o, in Abhängigkeit von den Stababmessungen 


und der Kreisfrequenz » ermittelt werden kann: 


THE ll? dy A 
(32) [i — e li A E 


y |? w? KE 
z rB) o 
(7r — Dhr 


gnm E 


va 


Für den Grenzfall der ruhenden Belastung (œw = 0) führt GI. (32) zu 
der bereits in Abschnitt 1 angegebenen Formel (21), und für den geraden 
Stab (u= 0) erhält man GI. (22), aus welcher die obere Grenze 4, für 
die einem gekrümmten Stab laut Gl. (32) zugeordnete Gleichgewichts- 
schlankheit 4 bestimmt werden kann, 


Wertet man zum Vergleich mit den in Abschnitt 1 gewonnenen 
zahlenmäßigen Ergebnissen G1, (32) unter der Voraussetzung » — 5 Schwin- 
gungen je Sekunde, m= 0,001 /, Z= 500 cm, «ar — 2400 kg/cm? und 
E= 2100 Hem? für die Schlankheitsgrade 4—0 bis 200 aus, so erhält 
man kritische Spannungen o, die nur unmerklich kleiner sind als 


die für reine Schwellbeanspruchung gefundenen Werte, 


Die Vorschriften decken nun bei reiner Wechselbeanspruchung die 
durch die zeitlich veränderliche Belastung bewirkte Herabsetzung der 
Stabilitätsgrenze in weit größerem Umfange als bei reiner Schwell- 
beanspruchung. Nimmt man nämlich z, B, die Stoßzahl wieder mit p = 1,4 
an, so ist außerdem der die Schwingungsbeanspruchung berücksichtigende 
Beiwert bei Eisenbahnbrücken und Stahl St37 mit y= 1,38 einzuführen; 
beim Spannungsnachweis darf daher nur mit 55°, der für ruhende Be- 
lastung zulässigen Inanspruchnahme gerechnet werden. Man erkennt aus 
dem Verlauf der in Bild 4 voll gezeichneten Linie der kritischen Span- 
nungen, die nach den obigen Ausführungen praktisch sowohl für reine 
Schwell- als auch für reine Wechselbeanspruchung gilt, daß die Trag- 
fähigkeit selbst für sehr schlanke Stäbe mindestens 60°, der für ruhende 
Belastung geltenden Werte erreicht. 


Näherungsformeln zur Berechnung der Winkelgewichte für biegungssteife Träger 


Alle Rechte vorbehalten, 


sowie die Bestimmung ihrer Fehler. 


Von Fritz Chmelka, Wien. 


1. Einleitung und Problemstellung. 


In der Baustatik benötigt man zu verschiedenen Zwecken die Biege- 
linie von Tragwerken. Wir wollen uns hier mit der Ermittlung der 
Biegelinien von ebenen, biegungssteifen Systemen befassen. Die Träger 
können beliebige Gestalt haben, nur sollen ihre Querschnittsabmessungen 
klein sein gegenüber ihrer Länge. 
Wir können unsere Betrachtungen 
auf statisch bestimmte Systeme 
beschränken, wenn wir die etwa 
vorhandenen statisch unbestimm- 
ten Größen zu den äußeren Kräften 
hinzuzählen, 

Denken wir uns also etwa 
den in Bild 1 dargestellten Trä- 
ger, dessen Querschnittsträgheits- 
moment eine beliebige Funktion 
des Ortes sein soll, und auf den "Se: | 
eine ruhende Belastung P wirken 
möge, die sowohl aus Einzellasten 
als auch aus verteilten Lasten 
bestehen kann, Wir legen die 
einzelnen Punkte der Trägerachse 
durch ihre Abszisse 5 fest. Wir 
wollen nun die Durchbiegung 
des Trägers in lotrechter Richtung 


betrachten und bezeichnen die lot- A 
rechte Verschiebungskomponente Sc 
des Trägerpunktes mit der Ab- 


szisse = x infolge der Belastung 
P mit Ar (erster Index = Ort, 
zweiter Index —Ursache), A. — als Funktion von x aufgefaßt, ist dann 
die Gleichung der Biegelinie des Trägers in lotrechter Richtung. 

Für d,p gilt nun bei Vernachlässigung der Quer- und Normalkräfte 
folgende Gleichung (Prinzip u virtuellen Verschiebungen): 
di 


Ets dE 
2 Jz- cos me 


um Ed dp (äre M;, 


u 


Darin bedeutet: 


M:p = das Moment an der Stelle E des Trägers infolge der gegebenen 
Belastung P, 


Mg, = das Moment an der Stelle E des Trägers infolge der lotrecht 
gerichteten Last 1 in x (Hilfsangriff 1 in x), 


J:, px = Trägheitsmoment und Neigungswinkel des Trägers an derStelle &, 
A ein beliebiges, passend gewähltes Vergleichsträgheitsmoment, 
E= den Elastizitätsmodul des verwendeten Werkstoffes, 
l= die Spannweite des Trägers. 


Der Integrand von (1) ist nur in den seltensten Fällen so gebaut, 
daß man das Integral in geschlossener Form auswerten kann. Es kommen, 
neben Ecken der Momentenlinie unter den Einzellasten, noch Unstetig- 
keiten des Integranden dadurch zustande, daß sich J; etwa durch Auf- 


nieten einer Lamelle sprunghaft ändert, oder daß, falls ein Rahmen vor- 
liegt, p: Unstetigkeitsstellen aufweist, Dazwischen verläuft der Integrand 


nach einer Kurve, deren Gleichung aufzustellen allein schon häufig viel 
Mühe machen würde, von ihrer Integration gar nicht zu reden, Praktisch 
wird also meist nur eine diskrete Anzahl von Werten der Funktion 


D D H 
Mrs Jgs cos p 
bekannt sein, 


Diese Schwierigkeit wird bekanntlich durch Einführung der Winkel- 
gewichte (oft kurz w-Gewichte oder elastische Gewichte genannt) behoben, 
einer Folge von gedachten Einzellasten, deren Seileck das der Biegelinie 
eingeschriebene Sehnenpolygon ist. Die Winkelgewichte sind sämtlich 
parallel und haben die Richtung der gesuchten Verschiebungskomponente, 
also bei uns die lotrechte. Die Punkte des Trägers, in denen Winkel- 
gewichte wirken sollen, numerieren wir auf der &-Achse mit 0, 1, 2, 
sn Eu, D, Der Punkt O falle mit €= 0, der Punkt n mit £= / zu- 
sammen. Die Abstände der einzelnen Punkte auf der &-Achse, die 
zunächst nicht gleich zu sein brauchen, bezeichnen wir der Reihe nach 
mit Ay, Aan, Au Der Punkt =x soll die Nummer k haben. Dann 


hat der Punkt k— 1 die Abszisse x — 4,, der Punkt k 4-1 die Abszisse 


‚ die wir im folgenden kurz mit y (8) bezeichnen wollen, 
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x Ay: Die Gleichung für das Winkelgewicht im Punkt k infolge 


der Belastung P lautet: 


S=x +lk} 1 


(2) w=] Mtp a P 


5 


Jo e Jr, dë, 
«COS pè Se 
CN 

4I Mg, ist jene Momentenkurve, de entsteht, wenn man den Träger mit 
der in Bild 2 dargestellten Belastung versieht: eine einfache Dreiecks- 
kurve, im Punkt k — 1 beginnend, im Punkt k +1 endend, mit der Spitze 
in der Höhe | über k, 

Wenn wir zur Abkürzung für /M:, —=u($8) schreiben, ferner x — 4, 
1 Zi uk) setzen (der Gleichförmigkeit halber werden 


=x 
wir von nun an statt x immer x, schreiben), so lautet (2): 
FR +1 
Gr wrp =y Oudt. 
E 


Bezüglich der Auswertung dieses Integrals gilt dasselbe, was wir 
über das Integral (1) gesagt haben, Wir müssen daher im allgemeinen 
zu Näherungslösungen greifen, Es sind deren mehrere möglich, die zum 
Teil längst bekannt sind. Eine neue, sehr einfache und gut verwendbare 
Näherungsformel soll hier angegeben werden. Aufgabe dieser Arbeit soll 
sein, die Fehler dieser Näherungsiormeln abzuschätzen und dadurch 
ihre Vor- und Nachteile unter ver- 
schiedenen, praktisch vorkommenden 
Bedingungen zu erörtern, 


yE 
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2. Die Trapezformel und die Formel von Wanke. 


Das einfachste Verfahren, das Integral (2*) näherungsweise zu be- 
rechnen, beruht auf der Ersetzung der y-Kurve durch ihr Sehnenpolygon 
mit den Ecken in den Teilungspunkten (Bild 3)!). Bezeichnen wir mit 
An ue Ip Hp 1 dE Werte von v in den Punkten k—1, k, k+1, so lautet 


die Näherungsformel, die wir als Trapeziormel bezeichnen wollen, für 
ungleiche Teilintervalle: 
I Ce r 
(Ib) Wen UE DË iis 
Haben alle Intervalle die gleiche Länge /, so vereinfacht sich der 
obige Ausdruck zu: 
(la) 
Falls y im Punkt E eine Unstetigkeit aufweist, bezeichnen wir seinen 
Grenzwert bei Annäherung an k von links her mit y,,, bei Annäherung 
von rechts mit y,,. Es gilt dann: 


Men e e 
(lc) 6 (Ar (Yr -ı F Hued F rya (Ver EIk Ob 


Ist y auch in den Punkten k— 1 und k- 1 unstetig, so ist für y, — der 
rechtseitige, für yp, , der linkseitige Grenzwert einzusetzen. 
Für die Punkte O und z lauten die Formeln etwas anders: 


H 
wp = 6 (Yk = Be KAL Lk Ms ar 1} 


rn 


Ay 


D 
Wo p = 6 (2yo +Y) Wan 76 Dis +2y,): 


Man erhält eine im allgemeinen bessere Näherung für das Integral (2*), 
wenn man die Kurve y (ë) stückweise durch einen Parabelbogen ersetzt. 
Und zwar legen wir, wenn wir ,„ berechnen, die Näherungsparabel 
Fu?) durch die drei Punkte ABC (Bild 4), Für die Berechnung von w, 1 
wird eine neue Näherungsparabel Tu durch die drei Punkte BCD 


gelegt und so weiter, 

Wenn man also die Gleichung für Fu, aufstellt und an Stelle von y (8) 
in das Integral (2*) einsetzt, erhält man unter Voraussetzung gleicher 
Teilintervalle å die folgende Näherungsiormel; 

H , 
(la) Wyp = 9 (Iri + 10YE + es 1). 
1) Wir werden im folgenden, wie in der Mathematik, die positiven 


Ordinaten nach aufwärts ziehen. 
2) Eingeklammerte untere Indizes sollen immer eine ganze Kurve 


bedeuten, y, dagegen bedeutet die Ordinate von y im Punkt k, 


Sie wurde zuerst von Wanke aufgestellt’). 
Für die Gewichte in den Punkten 0 und # ergeben sich die Formeln: 


A 
plate) 
gan | 0P 24 D 1 
A 
Wap = 24 es (E TF Du, St Ty,): 


Sie werden aus der Näherungsparabel durch die den Punkten Hike 
bzw. n—2, n—l, n entsprechenden Kurvenpunkte gewonnen (Bild 5). 
Die Kurve Ga reduziert sich auf die Hälfte des Dreiecks Bild 4. 


Im Falle einer Unstetigkeit im Punkt k (Bild 6) ist die Formel (la) 
nicht verwendbar. Doch kann man hier nach den Formeln für die 


Endgewichte 
N A 

weh 94 (Ira F 69,_ı+ Tri) 

Zum A 

wkp = 94 (Yrer + Bis 
bilden und w, p aus 

del vue ell 

gewinnen. 


Ein großer Nachteil der Formel (Ia) ist, daß sie nur für gleich lange 
Teilintervalle gilt. Nun kann man natürlich unschwer, wenn auch nach 


yE 


Yn Géi 


Lo 


As 
ET SI St Ge 
l A HA ep u = 
| | | 
U, | 
Bild 4. Bild 5. 


längerer Rechenarbeit, einen der Formel (Ma) entsprechenden Ausdruck 
für verschieden lange Teilintervalle herleiten. Es ergibt sich: 


e 2 
(Ib) w, p= i2 | 


(ir + Art) (ir T Sikinpi + Air) 


Ze Än A 


Ai rise Én ` 
D k—1 


WI 


— A t irigy F Aë) 
a pa 


EN / 


KO 
= 


Kc Ar) | 


Bild 6. 


ein reichlich unhandliches Ding, das in die Praxis kaum Eingang finden 
dürfte, Wir werden später in der Lage sein, für diesen Fall eine ein- 
fachere Formel zu bieten. Vorläufig bleibt uns bei ungleicher Teilung 


nur die Trapezformel (Ib). 


3. Die Fehler der Trapez- und der Wanke-Formel, 

Wird allgemein y(£) durch ein Polynom Y($) vom Grad m— 1 an- 
genähert, das mit y(£) in m Punkten: E= x, An ...X,, übereinstimmt, 
so kann man den Fehler an der Stelle £ : v (&,)— Y (&,) auf folgende Art 
abschätzen‘), Wir nehmen an, y($) sei m mal stetig differentiierbar, 


3) J, Wanke, Die günstigste Form des eingespannten Gewölbes und 
die Bestimmung seiner Eigengewichtsspannungen. Technische Blätter 1920, 
Nr. 42/43 und 44/45. 

4) Ich folge hier wie auch später den Ausführungen L. v. Schrutkas 
in seinem Buch: Elemente der höheren Mathematik, dessen Autor ich 


auch sonst Anregungen verdanke, 
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Dann setzen wir k 
y — DEA 


3 = E 

(3) (Eo — Al (Eo al, (& 5 Km) 
und bilden die Funktion 

y (E) =Y (E) FU KU — x) (E ale (8 = Xm) 
Wie man leicht sieht, hat w (6) die Nullstellen A, Xss... Xm $o Nach 
dem Satz von Rolle liegen dann in dem durch diese m -+1 Punkte 
gegebenen Intervall mindestens m Nullstellen von ’(&); zwischen diesen 
dann abermals mindestens m — 1 Nullstellen von w” (EI usw. Wir stellen 
so schließlich fest, daß zwischen der größten und kleinsten der obigen 
Nullstellen von o (E) mindestens eine Nullstelle von yt”) (&) liegt. Sie 
sei mit E bezeichnet. 
Bilden wir all (£), so bleibt, weil Y (£) ein Polynom vom Grad m—1 

ist, bloß übrig: 


IR 


wll (E) — ul (£) — K m! 
Für &=8& ergibt sich: 


Wir dürfen nur nicht vergessen, daß é im allgemeinen von E, der Stelle, 
wo der Fehler bestimmt werden sollte, abhängig sein wird: £=£($,). 


Der Fehler an einer beliebigen Stelle & ergibt sich aus (3), wenn 
wir &, durch & ersetzen: 
yım(E) j 
A vU lees Ken LE gt EE Ce Xm) = E (5). 


a) Der Fehler der Trapezformel. 


Wir wollen den Fehler der Formel (Ib) berechnen, nehmen also 
ungleiche Teilintervalle an, setzen aber voraus, daß y im Intervall 
Kr Kar 1] stetig sei, Zur Berechnung von mg wurde y in [Xg] X) 
oder kurz in , durch die Gerade Fu (£) ersetzt, in An , durch die Gerade 
Ka 1) (É) (Bild 3). Wir wollen bloß voraussetzen, daß y in 2 und in åp} | 
überall zweimal stetig differentiierbar sei, dagegen kann es in den Punkten 
k—1, k, k-+1 ohne weiteres Ecken haben, _Den linken Ast der Kurve 
Hun (5) bezeichnen wir mit Gun, den rechten mit tippy Dann ergibt 
sich aus (4): 

y" (E) 


in A, Lëlz Yik) + = 2 ($ = Nya 1) (E E Ki j 
Xh e = & == Xi ZS = (5), 
: S ge EE 
in in VOS un O4 2 (E — xa) (E — r4 1)» 
Xp = Ze Kl = é (8). 
Wir bilden nun das Integral (2*): 
k- i Xk WEN 
Wyp = | ICT E | Fun Hund P 5 | Ya EMT? de 
ËM Kl Xk 
Xk 
Eis 2 3 
+9 f» (EEE HE) tnad E 
Ab) 
E 
Kale e ; 
pi J» (EIS — zl HA) ey dÉ 
ZE 


Die ersten beiden Integrale rechts ergeben den Näherungswert für w, „nach 
Formel (Ib), Wir wollen ihn mit W, p bezeichnen. Auf die beiden folgen- 
den Integrale wenden wir den zweiten Mittelwertsatz der Integralrech- 
nung an, denn beidemale hat der Faktor von y” im ganzen Integrations- 
intervall konstantes Vorzeichen, Wegen unserer Voraussetzungen über y 
können wir also schreiben: 


Xh 
k YER) TC, e 
wp—=Wpt —z Je — HE) Men dë 
TE | 
| 
LSG SO eh 
+ o | (E — xa) (E— Xk+ 1) Yen) dé 
Sh 
N (SÉ SE ER Ate X= DEE EE 


Nun lassen sich die beiden Integrale leicht ausrechnen, und wir erhalten: 


1 Fapt t "ie a 
(5) wrp = Wyp — I (Er) +V" (Erpa) Akal 
Sr und Spi sind Punkte aus 4, bzw. Änt über deren Lage nichts 
Genaueres atisgesagt werden kann. 


Diese Gleichung gilt für die Formel (Ib), daher selbstverständlich 
auch für (la). Ja, man sieht leicht ein, daß sie auch dann gilt, wenn y 
in den Punkten k— 1, k, k+ 1 unstetig ist. 

Es dient uns als Kontrolle, festzustellen, daß der Fehler dann ver- 
schwindet, wenn y eine Gerade ist oder aus Geradenstücken besteht. 


b) Die Fehler der Parabelformeln. 


Wir wollen nun Ausdrücke für die Fehler der Formeln (la) und (Ib) 
gewinnen, Wir nehmen zunächst an, daß y in Ar Xr 1l viermal 


stetig differentiierbar sei, Die Parabel, durch die y in [Ski Zil er 
setzt wird, sei um, Dann gilt vc zz Yim (Fri) 3 (a) = Hun (Xa) 
Y (Xp 41) = Yi (Xp 1) (Bild 4), 

Hier gilt natürlich wieder Gl. (4), und zwar ist m—3 zu setzen, 


Aber wir können, wenn wir das Integral (2*) bilden, nicht mehr den 
Mittelwertsatz anwenden, da in dem Faktor von VT das Glied (— x,) 


beim Durchlaufen des Integrationsintervalls sein Zeichen ändert, Wir 
müssen diesen Störenfried als Quadrat einzuführen trachten, indem wir 
an Stelle der Gl. (3) für X jetzt folgenden Ausdruck einführen! 


Y (o) — un (&)— ZL (So u 1) (fox) (Eo — k4 1) r 
A ee 
(1) (Eo Ef Va Kt 1) 
Dann bilden wir 
rO=EII-IHOI-KE-H-)E-UE RN) 
— LE %_)E- HE +1) 
und bestimmen Z so, daß vi E ist, Es ergibt sich für gleiche Intervalle: 


Le) 


(7a) L= yE 
und für ungleiche Intervalle: b 
(7b) nm, 
KU 


Da w(£) die vier Nullstellen Xy 41s 2, nit: 5 hat, so müssen 


zwischen ihnen mindestens drei Nullstellen von vu (E) liegen. Außerdem 
ist aber oi (EI noch im Punkt x, gleich Null, hat also im ganzen mindestens 


vier Nullstellen, Daraus folgt, daß wll (EI in dem durch die vier Punkte 
Ks Kr kpl &, gegebenen Intervall mindestens eine Nullstelle hat, 


die wir mit E bezeichnen wollen, und deren Lage von E, abhängig ist, 
Bilden wir vlN (8): 

yV =y (E)— K. 4! 
und setzen &=#&, so ergibt sich ni 


3 
K= ER 


Den Fehler der Ersetzung von y($&) durch Tu, an einer beliebigen 
Stelle € erhalten wir aus (6), wenn wir & durch E ersetzen: 


YNE) . 
YO 4! (ë geg) ı)(E CS Xp)? ($ SERA ı) 
t LI = ND UE Xh) IS — A 1). 


Mit dieser Gleichung bilden wir nun genau. wie früher das Integral (2*): 


+1 WEN 
(8) wyp =] Yup dË =] Fu Hun dE 
Xk—1 ZE) 
kA 
(Zap E 2 jg E 
! 9° EEE Er) dE 
Zb) 
AR 1 
| L|- e E AE A 


Xg—i 
Nun setzen wir zunächst gleiche Teilintervalle voraus. Dann ist das 
erste Integral rechts der Näherungswert von w, p gemäß Formel (la): Wy p, 


Das zweite Integral kann nach dem Mittelwertsatz leicht ausgewertet 


werden, Das dritte Integral ergibt den Wert Null, Damit erhalten wir 
den Fehler der Wanke-Formel: 
Dua 
EN) u 
(9) Wun Bur kann ` Xp E TSM 


Aus dieser Gleichung geht hervor, daß der Wanke-Formel eine sehr 


große Genauigkeit zukommt. Zunächt erscheint à = in der fünften 


n 
Potenz. Das bedeutet, daß der Fehler der fünften Potenz der Anzahl 
der Teilinteryalle verkehrt proportional ist. Ferner sehen wir, daß (Ia) 
den Wert von w, pē) vollkommen genau liefert, falls y ein Polynom von 


5) Wir müßten eigentlich sagen: den Wert des Integrals (2*), denn 
wegen der Vernachlässigung der Quer- und Normalkräfte ist ja dieses 
Integral auch nur eine Näherung von wp. Der Kürze halber wollen 


wir aber im folgenden öfter diese Ausdrucksweise verwenden, 
3 


134 


DER STAHLBAU 


Chmelka, Näherungsformeln zur Berechnung der Winkelgewichte für biegungssteife Träger usw. Beilage zur Zeitschrift „Die Bautechnik" 


höchstens drittem Grad ist. Überhaupt wird ja die Höhe der Ableitung 
von y in dem Ausdruck für den Fehler, mit der übrigens Hand in Hand 


eine Steigerung der Potenz von / geht, nach der Art: vil 71, ein Maß 
für die Güte der betrachteten Näherungsformel sein, 


Diese große Genauigkeit kommt unserer Näherung allerdings nur 
dann zu, wenn die erwähnten Voraussetzungen erfüllt sind, nämlich gleiche 
Intervallänge und viermalige stetige Differentiierbarkeit des y. Letzteres 
muß, sollen alle w, p von der gleichen Güte sein, von O bis 4 erfüllt sein, 
da ja die aufeinanderfolgenden Näherungsparabeln einander übergreifen 
(s. Bild 4). 

Lassen wir zunächst einmal die Voraussetzung der gleichen Intervall- 
länge fallen, dann verschwindet das dritte. Integral der Gl. (8) nicht mehr. 
L [Gl. (7b)] verschwindet nur dann, wenn y und Hun im Punkt k gleiche 
Neigung haben. Das ist sicher der Fall, wenn y konstant, linear oder 
ein Polynom zweiten Grades ist, denn dann stimmt es mit Ku vollkommen 


überein, Für Polynome dritten Grades wird L im allgemeinen nicht mehr 
verschwinden, so daß die Formel (IIb) hier schon ungenau wird, im 
Gegensatz zu (Ila). Weiter wollen wir uns bei (Ilb) nicht aufhalten, da 
ihr kaum praktischer Wert zukommt. y 
Betrachten wir nun den Fall, daß y im iR 
Punkt % wohl stetig ist, aber eine Ecke hat, was . 
unter jeder Einzellast zutrifft. Hier braucht 
man gar nicht erst zu rechnen, um einzusehen, 
daß, falls die Krümmungsverhältnisse so sind 
wie in Bild 7, die Formeln (Ia) bzw. (bi noch 
ungenauer sind als die Trapezformel,. Wenn 
gleiche Intervalle vorliegen, ist es in diesem Fall 
besser, nach Formel (lIc) zu rechnen, der wir noch 


einen Blick zuwerfen wollen. Hier war ink #7 k ktt 
sogar eine Unstetigkeit angenommen (Bild 6). Bild 7. 

Links von dieser Stelle war y durch die Parabel 

Ya), rechts davon durch die Parabel Y,,, |, angenähert worden. Der 


Fehler von w,p setzt sich zusammen aus dem Fehler von wi, und dem 


Fehler von wkl, Wollen wir etwa den Fehler von wi), bestimmen, so 
können wir direkt an Gl. (4) anknüpfen, in der wir m=3 zu setzen haben: 


vi E 


um (= e d. HG hb Er (š — Xh al G — Xk 1) (5 — x) 


oz 
Darin bedeutet y die Gleichung der y-Kurve links von der Un- 
stetigkeit, Sodann ist mit Upps der linken Hälfte der Up Kurve, zu 
multiplizieren und zu integrieren, Da Hun nur im Intervall von R— 1 


bis k von Null verschieden ist, erstreckt sich das Integral nur über dieses 
Stück der &-Achse, wo der Faktor von Yin sein Zeichen nicht ändert. Wir 
können daher den Mittelwertsatz anwenden und erhalten einen Fehler, 
der von Vun abängt: 

vin (Èi) 


OO) ses SE A eh 
Ebenso findet man für 
r GIG TE 
UO) f. = + ON r) ll EE E 
Der Fehler der Formel (IIc) ist also gegeben durch 
AA mime 
(1) = Er (E) 


Er wird wegen der auftretenden Differenz im allgemeinen klein sein, 
wenn die beiden dritten Ableitungen dasselbe Zeichen haben. 


Die Ausdrücke für f, und f, stellen, sinngemäß bezeichnet, die Fehler 
der nach (a) berechneten Endgewichte o. und Gar, dar, Diese werden 
demnach weniger genau erhalten als die nach (Ila) berechneten Gewichte, 


Den Fall, daß y in einem Teilintervali Ecken oder Unstetigkeiten 
aufweist, wollen wir nicht behandeln, sondern denken uns dies immer 
durch entsprechende Wahl der Teilpunkte vermieden. 


4, Die Formeln von Kriwoschein. 

Kriwoschein®) versuchte bessere Näherungsformeln für Wyp da- 
durch zu gewinnen, daß er die y-Kurve stückweise durch eine kubische 
Parabel ersetzt, die mit ihr vier Punkte gemeinsam hat. Er setzt gleiche 
Intervalle voraus, Mit Ausnahme der Endgewichte kommt er wieder auf 
die Wanke-Formel (la), wie es ja nach unserer Fehlerabschätzung (9) zu 
erwarten ist, Die Näherungsformel für ger, leitet er ähnlich wie Wanke 
aus der ersten kubischen Näherungsparabel her und erhält: 

A 
Danz 360 (97 vo + 1141, — 39% + 815). 

Bei der Aufstellung der Formel für w, p unterscheidet Kriwoschein 
drei Fälle, je nachdem o, die Anzahl der Teilintervalle, durch 3 geteilt 
den Rest 0, 1 oder 2 läßt, Im ersten Fall berechnet er w, p analog wie 


Zur aus der letzten kubischen Näherungsparabel, die durch die den 


(12) 


% G, Kriwoschein, Anwendung der Simpsonschen Regel zur Er- 
mittlung der Biege- und Einilußlinien. Stahlbau 1940, (13. Jahrg.), Heft 5/7. 


Teilungspunkten n— 3, n— 2, n— 1, n entsprechenden Kurvenpunkte 
gelegt wurde, und erhält: 


re H 
WéI, en 


Im zweiten Fall legt er durch die Punkte n — 1, z (wir meinen im 
folgenden immer die diesen Teilungspunkten entsprechenden Kurven- 
punkte) eine gewöhnliche quadratische Parabel, die mit der durch die 
Punkte n — 4 bis n— 1 gelegten kubischen Parabel eine gemeinsame 
Tangente im Punkt n— | hat (Bild 8), und erhält: 


DH 
(13) w,p 5 (—2y,-4 +9y,_3 BY +29, _ı+ 18 yn). 


Im dritten Fall legt er durch die Punkte n — 2, n — 1, n eine kubische 
Parabel, die mit der durch die Punkte n— 5 bis n — 2 gelegten kubischen 
Parabel eine gemeinsame Tangente im Punkt n— 2 hat, und erhält: 


d 
ENEE 360 KE 


Bn, a E 2 Uu 2 BI) 


_ EE at EB EA Dän, —2 
aa eTe Me atb 93.y,)- 


Die Unterscheidung dieser drei Fälle ist nicht notwendig. Es kommt 
ja nur darauf an, die y-Kurve im Integrationsintervall, das ist hier das 
letzte Teilintervall, mög- 
lichst gut anzunähern. 
Was dadurch in den 
übrigen Intervallen her- 
vorgerufen wird, ist ganz 
belanglos, denn für das 
nächste Gewicht wird 
die y-Kurve im neuen 
A, Integrationsintervall 
durch eine neue Nähe- 

rungskurve ersetzt, 

Warum auch am rechten 
und linken Trägerende 
nach verschiedenen For- 
meln rechnen? Das 
gäbe bei Symmetrie der 
%-Kurve unter Um- 
ständen verschiedene 
Endgewichte, Es emp- 
fiehlt sich daher, unter den drei neuen Endformeln die geeignetste aus- 
zuwählen und bei ihr zu bleiben, 

Für die folgenden Fehlerabschätzungen wollen wir annehmen, daß y 
im Bereich sämtlicher für die Näherungsformel verwendeten Kurvenpunkte 
keinerlei Ecken oder Unstetigkeiten hat, Ferner sollen die in den Fehlern 
vorkommenden Differentialquotienten in den angegebenen Bereichen 
existieren und stetig sein. 

Der Fehler der Formel (12”) ist nach unserer Methode leicht zu finden: 

I Nee 
ar od: š 

Um etwas über die Fehler der Formeln (13) und (14) zu erfahren, 
denken wir uns jene gemeinsame Tangente in den Punkten n—1 bzw. n—2 
nicht als Tangente der vorletzten Näherungskurve, sondern als Tangente 
der y-Kurve selbst, Dann wird unser Verlahren anwendbar, Die so 
verursachten Fehler werden im allgemeinen kleiner sein als die tat- 
sächlichen Fehler der Formeln (13) und (14), denn wenn die Dinge so 
lägen, wie wir sie betrachten, dann würde sich die letzte Näherungskurve 
meist besser an die y-Kurve anschmiegen, als wenn jene gemeinsame 
Tangente bloß der vorletzten Näherungskurve entstammt, 

Wenn wir auf diese Art den Fehler der Formel (13) näherungsweise 
berechnen wollen, gehen wir von GI, (4) aus. Die Näherungskurve KI) 
ist in unserem Fall eine Parabel, die mit der v-Kurve folgende drei 
Punkte gemeinsam hat; zwei unendlich benachbarte Punkte für & - Lu 
und einen Punkt für &=x,. Demnach gilt: 

m (E) 


E rje Au z o ft D e E 
y (=F (5) + a E =, EM) NER. 
Durch Differentiation überzeugt man sich sofort, daß vi (Sna = ET (X) 
ist, wie es laut Annahme sein muß, í š i 
Diese Gleichung. mit uv multipliziert und von x, _, bis x, integriert, 
ergibt, daß der Fehler der Formel (13) ungefähr gleich ist: 
1 


‚gemeinsame Tangente 


quadratische 
Parabel 


Aubische Parabel 


Bild 8. 


— tk — 
n3 E5 nr 


rec 120 DN Ina EEE y 
Ganz ähnlich ergibt sich der Fehler der Formel (14): 
Brenn S SE 
Fe I VII Xn En: 


Der Vergleich der drei Fehler zeigt uns, daß Formel (13) am wenigsten 
genau und Formel (14) etwas genauer als (12) ist. Da ja unsere Fehler- 
abschätzungen nur näherungsweise gelten, wird man wohl am besten 
nach der einfacheren Formel (12) rechnen, (Ila) in Verbindung mit den 
beiden Formeln (12) ergibt dann eine ziemlich gleichmäßige Genauigkeit 
aller mc, im Gegensatz zu (lIa) in Verbindung mit (a, 

Für den Fall der Ersetzung von y durch quadratische Parabeln, also 
des Verfahrens von Wanke, leitet Kriwoschein ebenfalls eine neue End- 
formel her, falls die Anzahl der Teilintervalle ungerade ist. Diese Formel 
ist aber weniger genau als (12). 
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5. Herleitung einer neuen Näherungsformel. 


Bisher stand bei ungleich langen Intervallen nur die Trapezformel (Ib) 
zur Verfügung, wenn man von der komplizierten Formel (Ia) absieht. 
Ferner wird bei einer größeren Anzahl von Ecken oder Unstetigkeiten 
der y-Kurve die Anwendung der Formel (lIc), die übrigens nur für gleiche 
Teilintervalle gilt, umständlich, so daß wieder nur die ungenaue Formel (Ic) 
zur Anwendung kommt, Wir werden daher, einer Anregung von 
Ernst Melan-Wien folgend, eine neue, sehr einfache und recht genaue 
Näherungsformel für die w, p herleiten, die diese Schwierigkeiten meistert, 


(Sail 


SS y LER 


) 
| 
| 
) 
| 
| 
A H-t A Aa Sker 
| 
| 
| I D 
a: | Wé per 
< CO eene eg Pr 
k-7 a A Lët ker 
L 
= A; -AE e, Agen | 
| l N 
| 
Ur | ar) 
Bild 9. 


Wir denken uns wieder alle Punkte, in denen wir Gewichte wünschen, 
auf der &-Achse markiert. Sie mögen wieder mit 0, 1,2... bezeichnet 
werden. Ihre Abstände können gleich oder verschieden groß gewählt 
werden, nur soll niemals eine Ecke oder Unstetigkeit des y in ein Teil- 
intervall hineinfallen. Jetzt wählen wir außerdem noch in der Mitte jedes 


Intervalls einen neuen Teilpunkt, also z.B. in A, den Punkt k— 5 ‚in 


: ‚so daß wir schließlich auf der &-Achse folgende 
3 1 
Punkte markiert haben: 0, : 2.. k— 1, k= 7? k, k4 7 : 


D 2 , — 
.n— 5 , n, Den Wert von y im Punkt bezeichnen wir 


An 1 den Punkt k -4 


1 
2 


k-+1. 


Gi as, s 
mit Yy im Punkt 2 mit Y3 usw, Zur Berechnung des Integrals (2): 
VE 


Wy p= j» u dë 
Ke 
ersetzen wir y in 4, durch die Parabel Va, die durch die drei Punkte ABC 
gehen soll, in 11 durch die Parabel Tu durch die Punkte C D E 
(Bild 9), so daß also gilt: 


Xh Aki 
A e A 7 E 
Wh p ER Hun ds | Yasa Up) ES. 
¥k—i X 


Die Integranden dieser beiden Integrale sind Polynome dritten Grades, 
daher liefert die Simpsonsche Formel den genauen Wert der Integrale: 


hy | 
6 


(15) 


1 
Mun" YO ray Am: 9 T Ae: 1) 


A 
, %+1 1 
+ 6 Ly , l Aus AE + Yy Gei 0): 


So erhalten wir eine neue Näherungsformel für ungleiche Teilinteryalle: 


Ne. R s 
OUR) wup e [249r T (Art Art ı)Iat 2 Array] 


6 / 
Für den ersten und letzten Teilpunkt eilt:, 
H Be 
6 LU = 6 Dn Aug 
Für gleiche Teilintervalle vereinfacht sich (Ib) zu: 
K. , 
An) Wa p= (VYr—yz T et Mea 
Ist y im Punkt E unstetig und hat es dort die beiden Werte Yh 
und Me, SO zerfällt das mittlere Glied von (Ilb) in zwei Teile: 
1 1 T N 
d 6 H (29% -1/2 Je Yk ) 2 WE (Ikr F Hu, k all ' 


Unstetigkeiten in den Punkten LG — 1 oder k + 1 ändern an der Formel 
nichts. 


Wyp = h t 2 yın) Wap F Mal 


in" 


6. Der Fehler der neuen Formel. 


Der Fehler der neuen Näherungsformel, betrachten wir etwa (IIb), 
wird sich additiv zusammensetzen aus den Fehlern f, und f, der beiden 


Integrale der G1. (15). Setzen wir voraus, daß y sowohl in 4, als auch 


in 2p viermal stetig differentiierbar sei (in den Punkten k— 1, k, k + 1 


braucht dies nicht erfüllt zu sein), so ist f, als Fehler der Simpsonschen 
Näherungsformel, gleich”): 


Ah ea 
GE SC [D (Er) Hoen (E) 
Da tpn linear ist, gilt; 
(Dr (&) tren l Ey = MIN (Er) tinn (Er) t dv (En) Hun Eu), 
Husnlënl ist eine Zahl zwischen O und 1, wir schreiben dafür 7. 


&, Punkt aus Zo 


Hun ist konstant und hat den Wert Es gilt also: 


Ay 
Se e 
er in 
Genau so erhält man 
NER — Lë yy £ ) 9 4y” ( D ) 1 | 
GË mengt Sp a "CL, eem Sk- ` DH 
2 2880 LAIJ EA “k-11 k41 


wo Sin ein Punkt aus Ay ‚und 0=4,,,—=l1 ist. Damit erhalten 


wir den Fehler der Näherungsformel OU bi: 


l EEE a Ara a i 
(16) f= — 880 a (Ex) un Ui Sch BK (Šp + 1) SCH 1 Di + d 


1 rl A mig \ 
7.0, (En) ir I" (Skta) kal 

Dieser Ausdruck für den Fehler, der sinngemäß auch für die Formeln 
(Ha) und Oe gilt, zeigt, daß diese Formeln erst für Polynome dritten 
Grades ungenau werden, Ja noch mehr, für den Fall gleicher Intervallänge 
ist Olai auch noch für Polynome dritten Grades genau, da hier vi" konstant 
ist. Sonst ist das Glied von /, das die dritten Ableitungen enthält, als 
Differenz im allgemeinen klein, woraus wir sehen, daß die neuen Formeln 
hinter den Formeln (ll) an Genauigkeit kaum zurückstehen. Dabei sind 
sie noch weitaus robuster als diese. Ungleiche Teilintervalle, Ecken oder 
Unstetigkeiten des y ändern ihr Aussehen sowie ihre Genauigkeit nur 
wenig, Sie haben nur den Nachteil, daß man zu ihrer Anwendung bei 
der gleichen Anzahl von Gewichten rund doppelt soviele y-Werte braucht 
als bei den früheren Formeln. 

Die Endformeln von (Ill) sind wieder etwas ungenauer. 
werden durch Ausdrücke wie die für f und f, dargestellt. 

Für lineares y müssen die neuen Formeln in die Formeln (I) über- 
führbar sein, da in diesem Fall sowohl (I) als auch (Ill) den genauen Wert 
von w,p liefern. Das gelingt sofort, wenn man bedenkt, daß hier gilt: 


Ihre Fehler 


OM 1 
=m o (Yr—ı EI Yh) und Myra p) (Ik "Mr Ok 
Dies in (Ia) bzw. (IIb) eingesetzt, ergibt (la) bzw. (Ib). 


7. Ergebnis, 

Wir wollen nun die Anwendungsgebiete der einzelnen Näherungs- 
formeln für die Berechnung der Wyp bei verschiedener Gestalt der 
I 
des cos Lë 

gende Bezeichnung durchgeführt: 
la, b, ©... die Trapezformeln, 
lIla, b, c,.. die Wanke-Parabelformeln, 
IIa, b, c... die neuen Formeln. 
a bezog sich auf gleich lange, b auf ungleich lange Teilintervalle, c auf 
Unstetigkeit des y im Punkt %. 

Zunächst ist die Intervallteilung so vorzunehmen, daß Ecken oder 
Unstetigkeiten des y immer mit Teilungspunkten zusammenfallen. Sodann 
wollen wir folgende Fälle unterscheiden und angeben, welche Formeln 
zur Berechnung der wyp zu verwenden sind: 

l. y setzt sich aus lauter Geradenstücken zusammen, Bei gleicher 
Teilung w,p aus Ia, bei ungleicher aus Ib, in Unstetigkeitsstellen aus Ic. 
Die so gewonnenen Werte sind vollkommen genau, 

2. y ist nicht linear, aber von 0 bis / stetig und ohne Ecken, Bei 
gleicher Teilung w,p aus Ha [Endgewichte eventuell aus (12)], bei un- 
gleicher aus IlIb oder, falls die y-Werte schwierig zu berechnen sind 
und keine große Genauigkeit erforderlich ist, aus Ib. 

3. y ist nicht linear, besitzt aber einige wenige Ecken oder Unstetig- 
keitsstellen. Bei gleicher Teilung wp aus Ia, in den Ecken nur bei 
günstigen Krümmungsverhältnissen nach la, sonst ebenso wie in den 
Unstetigkeitsstellen nach en, Bei ungleicher Teilung wie unter 4, 

4. y ist nicht linear und besitzt viele Ecken oder Unstetigkeitsstellen. 
Bei gleicher Teilung w,p aus Ha bzw. IIc, bei ungleicher aus IIb 
bzw. Ile Sind die y-Werte mühsam zu berechnen und ist keine große 
Genauigkeit erforderlich, dann @,, aus la, Ib, Ic. 

Hier wurden die Wege gezeigt, wie man jeweils bei geringstem 
Rechenaufwand zu einem möglichst genauen Wert von Wyp kommt. 


Ms sp: --Kurve abstecken. Wir haben systematisch fol- 


7) Die Herleitung dieses Ausdrucks befindet sich in dem oben- 
erwähnten Buch von Schrutka, $ 571. 

8) Dabei wird man manchmal einen Ast der y-Kurve über seinen 
Gültigkeitsbereich hinaus verlängern müssen; siehe das folgende Beispiel. 
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Wer es aber nicht liebt, einmal nach dieser und dann wieder nach jener 
Formel zu rechnen, sondern eine Formel oder Formelgruppe wünscht, 
die in allen Fällen gilt, dem wird man am besten die neuen Formeln 
empfehlen. 

8. Beispiel. 

Um die Ergebnisse der einzelnen Formeln miteinander zu vergleichen, 
wollen wir ein einfaches Zahlenbeispiel behandeln, Gegeben sei der 
in Bild 10 dargestellte Träger von konstantem Trägheitsmoment Jy ver- 
sehen mit der gezeichneten Dreiecksbelastung. Wir wollen zunächst die 
Winkelgewichte in den Punkten &—=0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 be- 
stimmen, die wir mit Wop Wip»: Ten bezeichnen. Dann wollen wir, 
um zu sehen, wie sich die Fehler der w,, auf die Durchbiegungen aus- 
wirken, was ja schließlich das Entscheidende ist, einige dn aus den Wyp 


berechnen, und zwar: du px de diop: disp: 


&= 0 
k= d 


Bild 10. 


Man kann leicht zeigen, daß mu und sr, hier keinerlei Einfluß auf 


die Ordinaten der Biegelinie haben. Sie können lediglich dazu verwendet 
werden, die Tangente an die Biegelinie in ihrem Anfangs- und Endpunkt 
zu zeichnen, Diese Tangenten werden durch den ersten und letzten 
Seilstrahl des mit w)p, Wp -.« Wgp gezeichneten Seilecks dargestellt. 
Wir haben die Endgewichte in die folgenden Tabellen deshalb auf- 
genommen, um zu zeigen, wie die Endformeln arbeiten. Ein Endgewicht 
ist nur bei Einspannung des betreffenden Trägerendes von Einfluß auf 
die Ordinaten der Biegelinie. Denn hier ist die Tangente an die Biege- 
linie im Einspannpunkt die Bezugslinie, von der aus die dn Zu messen 
sind, In diesem Fall wird man trachten, das Endgewicht möglichst genau 
zu bestimmen. 

Die M:»—y-Kurve zerfällt hier in drei Äste mit den Gleichungen: 


1—— „E3 “y 

d 320 Uz? 

—=2(—9)— u j: 

de aen 2=;5=14 
Tee. KR a 

ya Bla 0=’=2 GELEET) 


In Tabelle 1 sind die Ordinaten von y zusammengestellt, die wir 
zur Berechnung der w,, nach den verschiedenen Näherungsformeln 
brauchen, In Tabelle 2 wurden die genauen Werte der Dir p, gewonnen 


aus dem Integral (2*), den Ergebnissen der Näherungsformeln gegenüber- 
gestellt. Wir sehen, daß die Gewichte w, p bis Ier sowohl mittels der 


Wanke- als auch mit der neuen Formel genau erhalten werden, wie es 
ja nach unseren Fehlerabschätzungen sein muß. Die Trapezformel dagegen 
liefert ungenaue Werte, Die neue Formel liefert sogar wip und wyp 


genau, während hier die Wanke-Formel infolge der Ecken und der un- 
günstigen Krümmungsverhältnisse der y-Kurve zu grob falschen Werten 
führt. Die Trapezformel kommt an dieser Stelle den richtigen Werten 
näher. Um hier die Formel Ile anwenden zu können, muß man sich die 
y-Kurve beiderseits über die Trägerenden hinaus verlängert denken und 
die Ordinaten für <= 2 und E = — 2 


berechnen. llc ergibt dann die genauen Tabelle 1. 

Werte von wjp und wyp Auch die — 
beiden Endgewichte werden ganz ver- 5 320 v | E 320 y 
dorben, wenn man gedankenlos in die = GG 5 EN 


wieder den ersten und letzten Ast der 
y-Kurve verlängern, und zwar bis £= 4 
bzw. =4, Bei der neuen Formel ist 
dies alles nicht notwendig, 


0 2293 
1 

2 

3 

In Tabelle 3 wurden die EL, fachen ` 4| +1088 || 13 

514 

6 

7 

8 


Formeln Ha’ einsetzt. Hier müßte man | 
2120 


449 
Werte der Durchbiegungen in den ge- 1545 || 14 552 
nannten vier Punkten zusammengestellt, 1912 15 EN 
welche sich aus den nach den ver- | + 2171 16 0 


schiedenen Formeln berechneten Ge- 


Tabelle 2, 


W, p (tm?) berechnet nach Formel 
"IP (2*) (la) | (lIa) (la) 
m | 1 2 3 l 4 
ET E E, E E a R 
| 
0 | o | — 000750 | — 0,02500 | — 0,32083 | — 0,00625 
2|ı | + 110883 | + 1.093333 + 0,441 67 
4.) 2& || + 665000 6,500 00 | | 
6|3 + 11,72500 | + 11,500 00 | A 
j ’ ? wie wie 
8 | 4 | +14,10000 | + 13,800.00 It > z 
10 | 5 | +12,87500 | -+ 12,500.00 Spalte 1 palte 1 
12 6 H 7,150 00 | + 6,70000 L | 
14 | 7 | — 050833 | — 1,03383 | —2,24167 | 
16 | 8 | — 0,29250 | — 0,57500 | — 1,17917 | — 0,29375 
Tabelle 3, 
be 
E Jy dp Um mittels w,p nach Formel 
E | (2*) | (la) | Fehler | Olai | Fehler | (Ua) | Fehler 
m OC Lee d E SES ke dë 
TEE EN EE 
ol-— 54000 ||— 52600 | 26 | — 53,667 | 25 h 0,0 
8 || + 105,300 || + 102,600 | 2,6 |\ wie 0,0 |! wie | 00 
10 | + 92,133 | + 89,533 2,8 |f Spalte 1 | 0,0 | Spalte 1 0,0 
16 |— 53,200 | — 49,100 | 5,4 | — 48,733 | 66 | on 


wichten ergeben, In der ersten Spalte stehen die genauen Werte, in den 
übrigen sind auch die absoluten Beträge der Fehler in Prozenten der 
genauen Werte angegeben, 


Die Ungenauigkeit der ersten und letzten Durchbiegung in Spalte 3 
rührt von den ungenauen Gewichten w,p und w,p her. Diese Durch- 
biegungen werden mit Hilfe der nach der neuen Formel berechneten 
Gewichte trotz ungenauer Endgewichte fehlerlos erhalten, weil sie, wie 
wir festgestellt haben, von den Endgewichten unabhängig sind. 


Um die Genauigkeit unserer Formeln auch im Falle ungleicher Teilung 
zu prüfen, versuchen wir die obigen vier Durchbiegungen dadurch zu 
bestimmen, daß wir nur in den Punkten 2=0, 2, 8, 10, 14, 16 Gewichte 
anbringen. Die Werte dieser Gewichte mr, die jetzt natürlich andere 


sind als früher, sind in Tabelle 4 zusammengestellt. In Spalte 1 stehen 
wieder die genauen Werte, Wir sehen, daß die Werte der 3, Spalte von 
ihnen nur sehr wenig abweichen, 


Tabelle 4, 
GE 


Wy p (tm?) berechnet nach Formel 
5 (2*) (Ib) (Ib) 
m i 1 2 3 
0 — 0,007 50 | — 0,025 00 — 0,006 25 
2 + 9,450 00 + 7,000 00 t 95 
8 | +2413333 | + 21,333 33 H 24.0: 
10 | -- 16,450 00 -+ 14,500 00 16,468 75 
14 | + 306667 | + 0,56667 + 3,047 92 
16 — 0,29250 | — 0,57500 — 0,29375 
Tabelle 5. 

| E Adr (tm?) mittels w, p nach Formel 
2 (I b) Fehler | (III b) Fehler 
m 1 dÉ || 2 gi, 
0 — 45,000 16,7 — 54,113 | 0,21 
H -+ 93,000 11,7 || + 105,038 0,25 
10 -+ 81,333 11,7 HF 91.983 0,16 
16 — 42,600 18,4 | 52,088 0,21 


In Tabelle 5 finden wir die ZJ,-fachen Werte der Durchbiegungen, 
aus denen wir sehen, daß bei dieser Teilung in sehr stark voneinander 
verschiedene Intervalle die Trapezformel ganz unbrauchbare Ergebnisse 
liefert, woran hauptsächlich die große Länge einzelner Intervalle schuld 
ist. Dagegen schneidet die neue Formel überraschend gut ab. Illb ist 
sogar genauer als die lange Formel Iib. So liefert diese z. B. für das 


Gewicht im Punkt &—=8 den Wert 24,83 gegenüber 24,03 nach IIb, 
was dem genauen Wert 24,13 viel näherkommt. 
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Zur Theorie der Schweißverbindungen, 


Von Prof, Dr äng, habil. Karl Girkmann, Wien. 
(Schluß aus Heft 23/24.) 


V, Stumpfnaht-Verbindungen, 


Wenn zwei Stäbe gleichen Querschnittes durch eine Stumpfnaht ver- 
bunden werden, die vollkommen einwandfrei ausgeführt und auf Blech- 
dicke genau abgearbeitet ist, so kann durch sie der Kraftfluß ungehindert 
und ohne Ablenkung hindurchgehen. Wir sind dann in der Lage, die 
von Normal- und Querkräften sowie von Biegungs- und Torsionsmomenten 
hervorgerufenen Lastspannungen nach den einfachen Regeln der tech- 
nischen Festigkeitslehre hinreichend genau zu ermitteln, 


Wenn jedoch die Naht nicht auf Blechdicke abgearbeitet ist, vielmehr 
die Schweißwülste belassen bleiben, dann ändern sich bereits die Festig- 
keitsverhältnisse, Die statische Festigkeit erfährt zwar keine Minderung, 
die Dauerfestigkeit jedoch wird herabgesetzt. Die Ursache dieser Er- 
scheinung liegt in der Störung des gleichmäßigen Spannungsverlaufes 
und in den hierdurch bedingten örtlichen Erhöhungen der Werkstoff- 
anstrengungen. Über die Art des 
Spannungszustandes geben uns die 
experimentellen Untersuchungen von 
E, G, Coker?t) Aufschluß (in Bild 19 
ist der Verlauf der Normalspannungen 
längs der Berandung sowie längs 
zweier Schnitte dargestellt). 

Unter Zugrundelegung einer ent- 
sprechend genäherten, durchaus ge- 
rundeten Berandungsform ließe sich 
der Spannungszustand auch auf rein 
rechnerischem Wege ermitteln 2), 


Auch bei einwandfrei hergestell- 
ter und bearbeiteter Naht tritt im 
Stumpfstoß von Stäben gleichen Quer- 
schnittes eine Störung des gleich- 
mäßigen Spannungsverlaufes auf, so- 
bald Werkstoffinhomogenitäten vorhanden sind, Diese Störungen 
stellen sich aber erst ein, wenn die Fließgrenze im Mutterwerkstoff 
überschritten wird, 


Wenn aber das elastische Verhalten des Mutterwerkstoffes und des 
Schweißgutes verschieden sind, dann treten schon unter rein elastischen 
Beanspruchungen ungleichmäßige Spannungszustände auf, Jäger?) hat 


t 


Bild 19. 


Bild 20. 


eine axial beanspruchte Stumpfnahtverbindung für den Fall untersucht, 
daß Konstruktions- und Nahtwerkstoff verschieden große Elastizitäts- 
module!) besitzen. In den Stäben entstehen dann ebene Spannungs- 
51) Journ, Amer. Weld. Soc. 13 (1934), Nr. 6. 
5) H. Neuber, Kerbspannungsiehre. (S. 65, Kerbwirkung durch 
Werkstoffanhäufung). Berlin 1937, 

) Die Spannungsverteilung in geschweißten Stumpfstößen. Stahl- 
bau 11 (1938). 

51) Vgl. die Versuchsergebnisse von O, Mies, Elektroschweißung 2 
(1931), S. 61; R. Malisius, Elektroschweißung 3 (1932), S. 225, und 
C. F. Keel, Z. f. Schweißtechn, 1932, S. 214, nach welchen der 
Elastizitätsmodul des Schweißgutes i. a. etwas kleiner als der des Mutter- 
werkstoffes ist. 


zustände; die Verteilung der Normalspannungen längs der Schweißnähte 
ist eine ungleichmäßige, und um so unterschiedlicher, je stärker das 
elastische Verhalten des Mutterwerkstoffes von dem des Nahtwerkstoffes 
abweicht. Die Untersuchung liefert für solche Fälle der Verschiedenheit 
der Elastizitätsmodule Nullwerte der Spannungen an den Nahtenden, 
Bild 20 zeigt den Verlauf der Spannungen längs der Naht im Falle voll- 
kommen starren Nahtwerkstoffes. Bei der Beurteilung dieses Ergebnisses 
ist zu berücksichtigen, daß mit den gewählten einfachen Näherungs- 
ansätzen für die Spannungsfunktion der Stäbe nicht alle Rand- 
bedingungen voll zu befriedigen waren und auch die Bedingung für 
das Geradebleiben der Nahtachse nicht berücksichtigt werden konnte, 
Es sei darauf hingewiesen, daß die strenge Behandlung einer ähn- 
lichen Aufgabe, nämlich die Untersuchung des Druckversuches als 
ebenes Problem), zu einem anderen Ergebnis geführt hat. 


Für den Stoß gleich 
dicker, aber verschieden 
breiter Stäbe (Bild 21a) ist 
eine rein rechnerische Er- 
mittlung des Spannungs- 
zustandes auch unter der 
Annahme durchaus gleicher 
Werkstoffeigenschaften bis- 
her noch nicht gelungen, 
Zur Beurteilung der Span- 
nungsverhältnisse können 

aber die Ergebnisse 
spannungsoptischer Unter- 
suchungen) an Flach- 
stäben abgesetzter Breite 

herangezogen werden, 

Bild 21b zeigt die Normal- 
Spannungen längs der Berandung sowie jene des Übergangsquerschnittes 
eines axial beanspruchten Stabes. An den Stabrändern entstehen 
Spannungsspitzen, deren Größe wächst, wenn der Breitenunterschied zu- 
nimmt oder der Halbmesser der Ausrundung an den einspringenden 
Ecken kleiner wird. In einer scharf einspringenden Ecke müßte sich 
rechnerisch ein irregulärer Spannungszustand ergeben. Ähnliche Ver- 
hältnisse bestehen nun auch beim Stumpistoß verschieden breiter Stäbe, 
Eine Verbesserung der Spannungsverhältnisse kann herbeigeführt werden, 
indem man den Übergang möglichst allmählich vollzieht. Schaechterle®%) 
hat hierfür verschiedene Lösungen (Bild 21c) angegeben. Beim Stumpf- 
stoß verschieden dicker Stäbe kann durch entsprechende Formung der 
Stumpfnaht ein allmählicher Übergang erzielt werden); theoretische 
Untersuchungen liegen hier nicht vor. 


Abschließend soll noch die Abhängigkeit der Dauerfestigkeit von 
der Neigung des Stoßes zur Stabachse erörtert werden. Es ist bekannt ?”)5s), 
daß die Dauerfestigkeit eines axial beanspruchten Stumpfstoßes von 
Flachstäben gleichen Querschnittes ansteigt, wenn der Stoß nicht senk- 
recht, sondern schräg zur Stabachse angeordnet wird, Dieses Ergebnis 
ist nun so zu erklären: die Festigkeit der Naht im Falle einer Be- 
anspruchung senkrecht zur Nahtrichtung ist kleiner als für die Be- 
anspruchung parallel zur Naht, da sich im ersteren Falle die unvermeid- 
lichen Herstellungsfehler(Schlackeneinschlüsse, Einbrandkerben, mangelnde 


Bild 2la bis c. 


55) M, Knein, Zur Theorie des Druckversuches. ZAMM 6 (1926), 
S, 414, 

56) s, z, B.: S. Timoshenko u. W. Dietz, Trans. of the ASMA, 47 
(1925), S. 199, 

5) K. Siems, Int. Ver. f. Brückenb. u. Hochbau, I. Kongr. (1932), 
Schlußber., S. 278, 


5) O. Graf, Stahlbau-6 (1933), Heft 12. 
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Bindung, feine Spaltrisse usw.) ungünstiger auswirken. Bois betrachtet 
daher die Nahtzone als anisotrop. Zur Beurteilung der Anstrengung 
des Werkstoffes zieht er die Hypothese der unveränderlichen Gestalt- 
änderungsenergie heran, von der erwiesen ist“), daß e für den quasi- 
isotropen Stahl bis unmittelbar vor dem Bruch in Geltung bleibt. Als 
Maß für die Anstrengung gilt die Größe der Vergleichsspannung. Den 
nach dieser Hypothese sich ergebenden Ausdruck für die Vergleichs- 
spannung formt nun Ros unter Verwertung experimenteller Ergebnisse 
so um, daß der Anisotropie der Schweißverbindung Rechnung getragen 
wird. Die Vergleichsspannung wird hierdurch von der Nahtlage abhängig. 
Sie erreicht in einer axial beanspruchten Stumpfnahtverbindung einen 
Kleinstwert, wenn die Naht unter 45° gegen die Stabachse geneigt ist. 
Die Vergleichsspannung und damit auch die Anstrengung des Werkstoiis 
ergeben sich dann um 28°/, kleiner als bei senkrechter Nahtlage. 


VI. Weitere elastizitätstheoretische Untersuchungen. 


Gelegentlich der Planung eines größeren geschweißten Behälters, der 
in einer Zeit erstellt wurde, in der es noch an Erfahrungen im Schweißen 
derartiger Bauwerke mangelte, hat der Verfasser eine Untersuchung) 
durchgeführt, um über die Querbiegespannungen in den Rundnähten 
sowie über die Spannungsverhältnisse im Fuße dieses zylindrischen Be- 
hälters Aufschluß zu erhalten. Diese Untersuchungen sollten auch zeigen, 
welchen Einfluß die zur Sicherung der Rundnähte in Vorschlag gebrachten, 
umlaufenden, bloß durch Heftschweißen befestigten Laschen auf den 
Spannungszustand ausüben. Die Berechnung des Behälters als biegungs- 
steife Schale unter gleichzeitiger Berücksichtigung der Verformung des 
steif angeschlossenen Bodens lieferte u. a, das zu erwarten gewesene 
Ergebnis, daß die umlaufenden Laschen den Spannungszustand der Wände 
und Rundnähte ungünstig beeinflussen, 


Als weitere strenge Untersuchungen seien zwei ArbeitenvonE.Melan ST 
genannt, Die erste behandelt die folgende Aufgabe: An den Rand eines 
Bleches ist zur Verstärkung ein Stab mit kleinem Querschnitt und ver- 
nachlässigbarem Biegewiderstand 
mittels durchlaufenden Nähten 
angeschweißt,. An einer Stelle 
des Stabes greift eine Einzelkraft 
au, deren Richtungslinie in die 
Stabachse fällt (Bild 22a), Diese 
Untersuchung sollte vor allem 
zeigen, in welcher Weise der Stab 
die Kraft längs des Blechrandes 
verteilt. Die Nachgiebigkeit der 
Schweißnähte wurde hier außer 
Betracht gelassen. Die Stab- 
spannungen wurden über den 
Querschnitt gleichmäßig verteilt 
angenommen, das Blech wurde 
als „Halbebene* aufgefaßt. Die 
Untersuchung zeigt, daß der ebene 
Spannungszustand des Bleches in 
dem Randpunkte, der dem Kraftangriffspunkt gegenüber liegt, irregulär 
wird; die Schubspannung ergibt sich dort (unbeschränkt elastischen 
Werkstoff vorausgesetzt) unendlich groß, während die parallel zum Rande 
wirkende Normalspannungskomponente endlich bleibt und die senkrecht 
zum Rande gerichtete Normalspannung, wie an allen übrigen Randpunkten, 
verschwindet, Aus Bild 22b ist ferner zu ersehen, daß die Randscher- 
spannungen der Halbebene beiderseits des Lastangriffsortes rasch ab- 
klingen, so daß die „wirksame Verteillänge“ des schwachen Stabes eine 
verhältnismäßig begrenzte ist, 

Melan hat in dieser Abhandlung noch die folgende Aufgabe behandelt: 
Ein Stab wird auf ein Blech mittels durchlaufenden Nähten aufgeschweißt 
und wieder in einem Punkte von einer Einzelkraft ergriffen, deren Wirkungs- 
linie mit der Stabachse zusammenfällt. Diese Aufgabe wurde in ähnlicher 
Weise wie die eben besprochene gelöst, das Blech wurde hierbei als 
unendlich ausgedehnte Scheibe aufgefaßt. 

Als strenge Lösungen verdienen die Melanschen Ergebnisse besonderes 
Interesse und örtlich irreguläre Spannungszustände würde man in den 
Untersuchungen von Schweißverbindungen häufiger antreffen, wenn diese 
Untersuchungen eben elastizitätstheoretisch strenge gelöst werden könnten. 

In einer Abhandlung An Investigation of the Stress in Longitudinal 
Welds berichtet W. Hovgaard“) über zwei elastizitätstheoretische Unter- 
suchungen seiner Schüler, Diese Arbeiten betreffen eine in der Längs- 
richtung auf reinen Zug beanspruchte Platte, die in ihrem mittleren Teile 
durch eine aufgeschweißte Rippe verstärkt ist (Bild 23). 

Bei der ersten Untersuchung wird angenommen, daß Platte und Rippe 
nur an den Rippenenden A und B, sowie in Mitte M durch punktiörmige 
Schweißungen verbunden sind. Auch wird in dieser Arbeit nur der 


Bild 22a u. b, 


5) Ermüdungsfestigkeit und Sicherheit geschweißter Konstruktionen. 
Int. Ver. f. Brückenb, u, Hochbau, II. Kongreß (1936), Vorbericht, S. 403. 
Berlin 1936, Wilh. Ernst & Sohn, 

‘%) M.Ros u. A, Eichinger, Versuche zur Klärung der Bruchgefahr. 
III. Metalle, Bericht Nr, 34 d. EMPA., Zürich 1929, 

61) Berechnung eines geschweißten Flüssigkeitsbehälters. Stahlbau 4 
(1931), S. 25. 

°) Ein Beitrag zur Theorie geschweißter Verbindungen, Ing.-Archiv, 
II (1932), S. 123. 

%) Proc. Nation. Ac. Sci., USA., 20 (1934), 8 17: ausführlicher in Journ. 
of Math. a, Physics (Mass. Inst, of Techn.) XIIM(1934), S. 195. 


Spannungszustand der Platte untersucht. Dieselbe wird zunächst als un- 
endlich ausgedehnte Scheibe angesehen, und es wird die bekannte Lösung 
für den Spannungszustand zufolge eines Zugpaares (Scherkräfte in A und B) 
herangezogen. Diese Kräfte werden mit dem experimentell bestimmten 
Wert von fg der äußeren Zugkraft in Rechnung gestellt. Durch Über- 
lagerung von weiteren Spannungsfunktionen in Form partikulärer Integrale 
der Scheibengleichung /4F—(0 wird sodann versucht, die Rand- 
bedingungen für die wirklich vorhandenen Plattenränder zu erfüllen, was 
nur näherungsweise gelingt. 


Die zweite Untersuchung behandelt dieselbe Aufgabe, aber unter der 
Voraussetzung, daß die Rippe mittels durchlaufenden Kehlnähten mit der 
Platte verschweißt ist®), Auch wird gleichzeitig der Spannungszustand 
der Rippe erfaßt. Zunächst werden Rippe und Platte als unendlich aus- 
gedehnte Scheiben aufgefaßt, die längs der wirklichen Rippenlänge durch 
Schweißnähte verbunden sind; die äußeren Zugkräfte greifen hierbei an 
der Platte an. Die Lösung dieses Falles führt zu einer einfachen Formel 
für die Verteilung der Nahtscherspannungen (bzw. für die Scherkräfte, die 
zwischen Platte und Rippe wirksam sind); sie liefert für die Nahtenden 
unendlich große Scherspannungen. Dieses Verteilungsgesetz der Scher- 
spannungen wird nun näherungsweise auch unter den vorgegebenen 
endlichen Platten- und Rippenabmessungen beibehalten, nur der Beiwert 
wird auf Grund der Ergebnisse ausgeführter Versuche berichtigt, Platten 
und Rippen können nun getrennt behandelt werden. Zunächst werden 
sie wieder als unendlich ausgedehnte Scheiben angesehen, die längs AB 
durch die nunmehr bekannten Scherkräfte belastet sind. Durch Über- 
lagerung weiterer Spannungsiunktionen in Form partikulärer Integrale der 
Scheibengleichung wird schließlich versucht, die Bedingungen für die 
wirklich vorhandenen äußeren Ränder der Platte und der Rippe zu be- 
friedigen, was näherungsweise gelungen ist. Bild 23d zeigt den errechneten 
Verlauf der Nahtscherspannungen, 


Bild 23a bis d, 


Zugleich wird auch der Fall einer elliptisch geformten Rippe unter- 
sucht, die Platte wird hierbei als unendlich ausgedehnte Scheibe an- 
gesehen. Gegenüber der rechteckigen Rippe (die Halbachsen der Ellipse 
sind gleich den halben Rechteckseiten angenommen) ergibt sich eine 
wesentliche Verringerung der Nahtscherspannungen; für die Nahtenden 
aber werden rechnungsmäßig wieder unendlich große Werte der Scher- 


spannungen erhalten. 


VII. Theoretische Erfassung der Kerbwirkung 
von Herstellungsfehlern. 


a) Randkerben. Rillenförmige Kerben zufolge Schweißfehlern und 
Oberflächenverletzungen des Mutterwerkstoffes rufen Störungen im 
Spannungsverlauf hervor, die näherungsweise erfaßt werden können. 
Zumeist handelt es sich um „flache Kerben“, bei welchen also die Kerb- 
tiefe klein im Vergleich zur Dicke des Werkstückes ist, In solchen 
Fällen wird der Spannungszustand praktisch nur im Bereich der Kerbe 
gestört, Die Spannungserhöhungen an der Kerbe können wir abschätzen, 
wenn wir beispielsweise voraussetzen, die Kerbe besitze halbkreisförmigen 
Querschnitt. In diesem Falle steigt bei axialer, senkrecht zur Rillenachse 
wirkender Belastung des Werkstückes die maximale Spannung auf den 
dreifachen Wert®) der Normalspannung des iehlerfreien Werkstückes an, 
Für Biegungsbeanspruchung ist die Spannungserhöhung ebenso groß. 
Die Beanspruchung auf Schub (in Ebenen senkrecht zur Rillenachse) 
ist verhältnismäßig harmlos; zufolge der Kerbwirkung bildet sich ein 
sekundäres Maximum der Schubspannungen aus, das zumeist kleiner 
bleibt als das primäre, welches bereits im fehlerfreien Werkstück vor- 
handen ist 201 

Auch im Falle anderer Querschnittsformen rillenförmiger Außenkerben 
können wir die Spannungserhöhungen abschätzen, indem wir uns der 
Berechnungsverfahren bedienen, die für flache Außenkerben entwickelt 
worden sind), 

Weist der Rand eines plattenförmigen Werkstückes einen beinahe 
starren Einschluß von halbkreisförmigem Querschnitt auf, so entstehen bei 


8) Diss. von Y. C. Yeh. 

%) F, G. Maunsell, Stresses in a Notched Plate under Tension, 
Phil. Mag. 21 (1936), S. 765. 

%) H, Neuber, Kerbspannungslehre. Berlin 1937. 
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reinem Zug, wirksam senkrecht zur Achse des Einschlusses, Spannungs- 
erhöhungen um 80 %/, 9). 

b) Hohlräume *),®) x) Die Spannungserhöhungen, die beispiels- 
weise in plattenförmigen Schweißverbindungen von einem kleinen 
zylindrischen, senkrecht zur Mittelebene liegenden Hohlraum verursacht 
werden, lassen sich unschwer berechnen, wenn diese Löcher kreisförmigen 
oder elliptischen Querschnitt besitzen und genügend weit vom freien 
Rande entfernt sind, so daß es erlaubt ist, die Breite des Körpers gegen- 
über der Weite des Hohlraumes als sehr groß anzusehen. Besitzt der 
zylindrische Hohlraum kreisförmigen Querschnitt, so kann die größte 
auftretende Normalspannung im Falle reinen Zuges in Richtung senk- 
recht zur Achse des Hohlraumes nach G. Kirsch‘) ermittelt werden. 
Sie ist bekanntlich gleich der dreifachen Zugspannung des Körpers ohne 
Hohlraum, 

Aus der Zusammenlegung der Teilwirkungen für reinen Zug und 
reinen Druck läßt sich auch die Spannungserhöhung im Falle reinen 
Schubes ermitteln; man erhält eine größte Normalspannung gleich der 
vierfachen Hauptschubspannung des fehlerfreien Werkstückes. 


Wenn das zylindrische Loch elliptischen Querschnitt besitzt, Kann 
die Lösung von Inglis?®) zur Ermittlung der Größtspannung herangezogen 
werden; bedeuten a und b die Halbachsen der Ellipse, so ergibt sich im 
Falle reinen Zuges, wirksam senkrecht zur Ellipsenhalbachse a, die 


größte Spannung zu dau = Ou (1 -2 > L worin d, die Zugspannung des 


fehlerfreien Werkstückes bedeutet. Aus dieser Formel erhält man mit 
a=b wieder den maßgebenden Spannungswert für das kreiszylindrische 
Loch, Mit a—0 oder b=0 hingegen geht die Ellipse in einen Spalt 
über, der senkrecht bzw. parallel zur Kraitrichtung liegt. Im ersteren 
Falle wird die Spannung an den Spaltenden rechnungsmäßig unendlich 
groß, im zweiten Falle tritt gar keine Kerbwirkung auf, und man erhält 
das bemerkenswerte Ergebnis?!), daß eine spaltförmige Innenkerbe bei 
reinem Zug, Druck bzw. bei reiner Biegung belanglos ist, wenn sie in 
der Spannungsrichtung liegt. 

Ein zylindrischer Einschluß mit kreisförmigem Querschnitt ruft 
bei reinem Zug und auch bei gleichmäßigem Zug nach allen Richtungen 
parallel zur Mittelebene des plattenförmigen Körpers Spannungserhöhungen 
um rd, 50 %, (Spannungsteigerungen abhängig von der Poissonschen Kon- 
stanten) hervor "21, 8) Auch die Kerbwirkung von Gasblasen und Poren 
läßt sich erfassen, wenn diese Hohlräume annähernd die Gestalt einer 
Kugel oder eines Ellipsoides besitzen und wieder genügend weit von 
den freien Rändern des Werkstückes entfernt liegen, so daß diese keinen 
Einfluß auf den Spannungszustand in der Umgebung des Hohlraumes 
ausüben. Besitzt der Hohlraum beispielsweise kugelförmige Gestalt”), 
so ist im Falle reinen Zuges die größte Normalspannung rund doppelt 
so groß als die Zugspannung des fehlerfreien Werkstückes; bei gleich- 
förmigem Zug nach zwei zueinander senkrechten Richtungen wird die 
Höchstspannung noch etwas größer (in beiden Fällen sind die maßgebenden 
Spannungswerte von der Größe der Poissonschen Konstanten abhängig). 
Bei reinem Schub”*) erreicht die größte Normalspannung an der 
Wandung des Kugelhohlraumes ebenfalls den doppelten Wert der Haupt- 
#)A,Leon, Über die Spannungsstörungen beim Verbund verschiedener 
Materialien. Int, Verb» f. Materialpr.d. Technik, V. Kongreß (Kopenhagen 1909). 

88) H, Gerbeaux, Influence de la forme sur les proprietés mécaniques 
de aenıblages soudés. Revue de la soud. autog, 27 (1935), Sept.- 

eft, S. 2, 

69) Die Theorie der Elastizität und die Bedürfnisse der Festigkeits- 
lehre. Z. d. VdI 42 (1898), S. 797, 

70) Some Special Cases of Two-Dimensional Stress. Transact. of the 
Inst. of Nav. Arch, 69 (1922), 

71) Dieses Ergebnis ist schon länger bekannt: siehe Fußnote #7), 

72) A. Leon, Über die Spannungsverteilung in Verbundkörpern, Österr. 
Wochenschr. f. d, öffentl. Baud. 1909, H, 9, 10, 

7%) A, Leon, Über die Störungen der Spannungsverteilung, die in 
elastischen Körpern durch Bohrungen und Bläschen entstehen. Österr. 
Wochenschr, f. d. öffentl, Baud. 1908, H. 9. 

74) J. Larmor, Philos. Mag. Vol. 33 (1892), 


schubspannung des homogenen Baugliedes. Ist ein kugelförmiger Ein- 
schluß vorhanden‘), so ergibt sich im Falle des reinen Zuges eine 
Spannungserhöhung um rund 50%), 


VHI. Bemerkungen hinsichtlich der Ergebnisse 
örtlich irregulärer Spannungszustände. 


Die geometrischen Kerben vieler Schweißverbindungen, vor allem 
der Kehlnahtverbindungen, rufen örtlich irreguläre Spannungszustände 
hervor, Diese treten beispielsweise an allen scharf einspringenden ebenen 
und räumlichen Ecken auf, Die Elastizitätstheorie liefert dort für einzelne 
oder für alle Spannungskomponenten unendlich große Werte. Da die in 
Betracht stehenden Werkstoffe nicht unbeschränkt elastisch sind, sondern 
elastisch-plastisches Verhalten aufweisen, wäre somit zu folgern, daß an 
den fraglichen Orten schon unter kleinster Last der Fließzustand eintritt. 

Wie groß die Spannungen aber an der Fließgrenze wirklich sind, 
hängt von der Art des Spannungszustandes ab. Nach der Hypothese der 
unveränderlichen Gestaltsänderungsenergie ist der Fließzustand erreicht, so- 
bald die bezügliche Vergleichsspannung o, gleich wird der Fließspannung or 
des Zugstabes. Bei ebenen Spannungszuständen kann hierbei, wie aus 
der Formel für e, hervorgeht, die algebraisch größere Haupinormal- 


spannung c, die Fließspannung dp um höchstens 15°, überschreiten 


(und zwar tritt dieser Fall bei , = + n a, ein). Die Fließverzögerung 


gegenüber o — dr ist also gering. In vielen Schweißverbindungen ent- 


stehen aber — zumindest örtlich — überwiegend räumliche Spannungs- 
zustände, Wie aus der Betrachtung der bekannten Formel für o, hervor- 


geht, wäre es dann, wenn alle Hauptnormalspannungen Zugspannungen 
sind, denkbar, daß der Eintritt des bildsamen Zustandes solange hinaus- 
gezögert wird und die größte Hauptzugspannung die Fließspannung dp SO 
hoch übersteigt, daß der Reißbruch eintritt, bevor noch wesentliche 
plastische Formänderungen entstehen, In der Regel sind aber derart 
ungünstige Spannungszustände, wenn nur Lastspannungen in Betracht 
gezogen werden, nicht zu befürchten, Immerhin kann bei räumlichen 
Spannungszuständen die Fließverzögerung den plastischen Abbau der 
Spannungsspitzen stark behindern. 


Eine strenge rechnerische Erfassung der Spannungsverhältnisse unter 
Berücksichtigung des elastisch-plastischen Verhaltens der Werkstoffe wird 
selbst im Falle ebener Spannungszustände nur vereinzelt möglich sein, 
Gelingt jedoch die Lösung für unbeschränkt elastischen Werkstoff, dann 
kann ein grobes Berichtigungsverfahren zur Anwendung gelangen, das 
für manche Zwecke genügt. In der Regel fallen nämlich die Spannungen 
von den singulären Orten weg rasch ab, so daß die Überschreitung der 
Fließgrenze auf ein verhältnismäßig kleines Gebiet beschränkt bleibt. 
Andererseits begehen wir nach der klassischen Plastizitätstheorie keinen 
großen Fehler, wenn wir bei ebenen Spannungszuständen den möglichen 
Höchstwert einer Normalspannung mit øp, den einer Schubspannung 
mit 7; annehmen. Hieraus ergibt sich folgende Berichtigung für eine 
Spannungslinie, die für unbeschränkt elastischen Werkstoff errechnet 
wurde, und die an einer Stelle eine unendlich große Ordinate besitzt; 
man nimmt dort die Spannungsgrößtwerte gleich dp bzw. qp an, und 


ändert nun die Spannungslinie so ab, daß die Gleichgewichtsbedingungen 
möglichst wenig gestört werden; i. a. wird es hierzu genügen, die 
Spannungsfläche beizubehalten und im übrigen die neue Linie so 
einzulegen, daß sie sich der errechneten mit zunehmender Entfernung 
von der singulären Stelle immer mehr nähert. 

Brauchbare Grundlagen für die Abschätzung der Dauerfestigkeit einer 
solchen Schweißverbindung mit örtlich irregulären Spannungszuständen 
können wir aber auf diesem Wege kaum erhalten; hierzu sind schärfere 
Untersuchnngen notwendig, die zumindest über Teilgebiete der Schweiß- 
verbindung zu erstrecken sind; ob uns hierbei elastizitäts-theoretische 
Untersuchungen im Sinne der Theorie zweiter Ordnung, bei der die 
Gleichgewichtsbedingungen auf die bereits verformten Raumteilchen 
angesetzt werden, schon zum Ziele führen, ist fraglich, In diesem 
Zusammenhange sei auf die Entwicklung einer Theorie der Spitzkerben nz) 
verwiesen, in der die Korngröße des Werkstoffes als neue Werkstoff- 
konstante in die Rechnung eingeht. 


Alle Rechte 
vorbehalten. 


Der Eigenspannungszustand in Stumpfschweißungen als ebenes Problem. 


Von Dozent Dr. techn. habil. Karl Jäger, Wien. 


Übersicht: Die nachfolgende Untersuchung bringt die elastizitäts- 
theoretische Ermittlung der zufolge Temperaturwirkung in einer Stumpf- 
schweißung auftretenden Schrumpfspannungen. 


Wenn zwei Bleche stumpf aneinandergeschweißt werden, so tritt in 
ihnen zufolge der Einwirkung der Wärmezufuhr und der darauf folgenden 
Abkühlung ein Eigenspannungszustand auf, da die Bleche an der den 
Temperaturveränderungen entsprechenden Verzerrung durch den Verbund 
behindert werden. Beim Einschweißen der Naht werden die Bleche in 
einer verhältnismäßig schmalen Zone zunächst bis zur Schmelztemperatur 
erhitzt; bei der Betrachtung der Witing der darauf folgenden raschen 
Abkühlung ist nun zu bedenken, daß alle über 600° gelegenen Tempera- 
turen in erster Linie zu plastischen Formänderungen führen und für die 
Ausbildung von merklichen Wärmespannungen praktisch bedeutungslos 
sind, Für das Auftreten von Schrumpfspannungen sind dann nur die 


unter 600° gelegenen Temperaturen und ihre Verteilung senkrecht und 
parallel zur Naht maßgebend. In Bild 1 ist ein derartiger, für den 
Schrumpfungsvorgang maßgebender Temperaturverlauf angegeben, der 
einen nahezu geradlinigen Wärmeabfall 

N von der Naht gegen die Stirnseiten der 

Bleche zeigt, was einer mittleren Wärme- 

zufuhr entspricht). Bei nicht allzulangen 

Nähten und raschem Schweißvorgang 

kann ferner angenommen werden, daf 


owo E die Temperatur in allen parallel zur 
; Naht gelegenen Blechfasern unveränder- 
Bild 1. lich ist, was z. B. bei der Widerstands- 


1) K.Klöppel u. C. Stieler, Schweißtechnik im Stahlbau, 1, Bd., 
S. 133, Abb, 4. Berlin 1939, J. Springer, 
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abschmelzschweißung gut erfüllt ist, Bei der rechnerischen Untersuchung 
der einem bestimmten Temperaturfeld entsprechenden Eigenspannungen 
müßte allerdings, streng genommen, auch die Abhängigkeit des Elastizitäts- 
mabes von der Temperatur berücksichtigt werden. Da aber das Elastizitäts- 
maß innerhalb der in Frage kommenden Temperaturgrenzen von 600 bis 0° 
nur zwischen 1400 und 2100 t/cm® schwankt”), können die Formänderungen 
mit ausreichender Genauigkeit unter Zugrundelegung eines unveränder- 
lichen und der unteren Grenze näher liegenden Wertes Z— 1600 Hem? 
ermittelt werden. Damit sind die Vorbedingungen für die nachfolgende 
analytische Untersuchung gegeben. 


1. Die Grundgleichungen und ihre allgemeine Lösung. 

Die rechnerische Untersuchung bezieht sich auf zwei durch eine 
Stumpfnaht verbundene Platten von der Breite 2b, der Länge / und der 
Dicke d, die dem Einfluß eines Abkühlungsvorgangs unterliegen, wie er 
in Bild 2 schematisch dargestellt ist. Hierbei wird vorausgesetzt, daß 
die Temperatur in der Richtung y (parallel zur Naht) unveränderlich ist 
und die Platten längs ihrer Ränder frei beweglich, also weder festgehalten, 
noch eingespannt sind. Da die Bleche als dünn angenommen werden 
(d<b, D führt der Abkühlungsvorgang zu einem ebenen Eigen- 


spannungszustand mit den Normalspannungen oy, Wi und der Schub- 


spannung 7, die zunächst die Gleichgewichtsbedingungen 


OO. 

(1) an 
dx au 
erfüllen müssen. In dem Augenblick, 
da in den Blechen der in Bild 2 an- 
gedeutete Temperaturverlauf vorhan- 
den ist, kann eine der fortschreiten- 
den Abkühlung entsprechende Form- 
änderung der beiden Scheiben nur 
im Verbund und damit nur mehr 
unter Auslösung von Zwängsspannun- 
gen zustande kommen. Wenn die 
in einem beliebigen Punkt einer 
Scheibe vorhandene Temperatur mit 
L der Ausdehnungskoeffizient der 
Bleche mit œ und der mittlere 
Elastizitätsmodul mit E bezeichnet 
wird, so ist der Verzerrungs- 
zustand in diesem Punkte durch 
die Komponenten des Verschiebungs- 
weges 4 und v gegeben, die mit den Längenänderungen und dem Schub- 
winkel durch die Beziehungen 


Bild 2, 


1 1 
Se = = E Dé AN #,) tw É 
do TS 
(2) Ee z= Ey SS E (y Eh dy) -0w t 
Ou 4: DEE d $ uy ZU als 
dY DEJ g G E 


verknüpft sind, wenn unbeschränkte Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes 
vorausgesetzt wird, Gl. (2) entsprechen den elastischen und geometrischen 
Bedingungen des ebenen Spannungszustandes. Aus der letzten Gl. (2) 
erhält man durch Differentiation und unter Zuhilfenahme der beiden 
ersten Gl. (2) die sogenannte Verträglichkeitsbedingung der vorliegenden 
Aufgabe in der Form 


H 2 8 
Ò Kë Òr D öy 


(3) — 2 t A 


| Dt GA 
A G 
av: Or OM Dx 


DES; d? 
Unter Einführung der Airyschen Spannungsfunktion F lautet die obige 
Beziehung in bekannter Schreibweise 


(4) P EE 


Die nichthomogene Differentialgleichung (3) oder (4) bildet zusammen 
mit den Gleichgewichtsbedingungen (1) bei bekannter Temperaturfunktion 
t=f(x, y) die Grundlage für die Ermittlung der Schrumpfspannungen. 

Die Blechränder sind voraussetzungsgemäß spannungsfrei. Da ferner 
die Temperaturfunktion symmetrisch bezüglich der y-Achse verläuft, muß 
der Schweißquerschnitt (x—=0) eben und schubspannungsfrei bleiben. 
Somit gelten bei der vorliegenden Aufgabe die nachfolgenden Rand- 
bedingungen: 


we a N) 
(5) x=&l...,=0 r=0 
Luz... ges  +=0 


Von den vorstehenden Bedingungen bereitet die Erfüllung der zweiten 
oder der dritten Forderung (Freihalten der Stirnseiten von Normal- 


?) Grüning, Die Schrumpfspannungen beim Schweißen. Stahlbau 1934, 
Heft 14. — In dieser Arbeit wird das hier auf analytischem Wege unter- 
suchte Problem mittels Differenzenrechnung behandelt. Der hierbei er- 
forderliche Rechenaufwand bleibt aber natürlich nur dann innerhalb erträg- 
licher Grenzen, wenn das Gewebenetz weitmaschig gewählt wird, was 
zu mehr oder weniger großen Ungenauigkeiten in der Höhe der Spannungs- 
spitzen führt, 


spannungen g, bzw. von Schubspannungen 7) und der vierten Forderung 
(Freihalten der Längsränder von Normalspannungen oy) einige Schwierig- 
keiten. Unter Verwendung der Lévyschen Ansätze und bei strenger 
Einhaltung aller Randbedingungen ergibt sich die Notwendigkeit, 
die Temperaturfunktion aus zwei Teilen zusammenzusetzen: 


(6) t= fi (£) +h (x). 


Es wird sich später zeigen, daß die sekundäre Funktion (x) einen 
Zusatz darstellt, der das Gesamtbild des Temperaturfeldes nur un- 
wesentlich beeinflußt, so daß die charakteristischen Merkmale des Wärme- 
abfalls bereits durch die Primärfunktion wiedergegeben werden können, 
Hierbei sind die beiden Funktionen miteinander derart verknüpft, daß 
ihre Summe im Schweißquerschnitt den Wert 


(7) die Lotte, 9 


ergibt. Die Primärfunktion f, (x) wird also zunächst so gewählt, daß sie 
in ihrem Verlaufe dem gegebenen Temperaturabfall zwar nicht ziffern- 
mäßig, aber proportional entspricht, und kann dann ganz allgemein durch 
eine endliche oder unendliche Reihe dargestellt werden, deren Bildungs- 
gesetz, d, h, deren Koeffizienten bekannt sind: 
(8) AAS b E ap. cos x, 
m 
In der obigen Gleichung bedeutet 4, einen vorläufig unbekannten Teil 
der Höchsttemperatur ż im Schweißquerschnitt, und es ist 
m 
(9) g =- J D > 


Der primären Temperaturfunktion gemäß GL (8) entspricht der nach- 
folgende Ansatz für die primären Spannungen: 


Dëss LE ee 


tir X Ap' cosa x [(x b. Coj æ b— Gin x b) Coj æy 
m — a y «Sina y. Sin b] 
(10) tiy =— X Ap: cosa x (Sin x b + æ b. Cof a b) Coj ay 
"m — aya Sina y «Eina b— (x b + Sin x b- Cof æ b)] 
a= H Aar Sina rtsb- Coj ab- Sin a Uu 


ci — a y + Coj x y- Sin æ b). 

GI. (10) genügen den Gleichgewichtsbedingungen (1) und erfüllen 
sämtliche Randbedingungen mit Ausnahme der dritten GI. (5), d. h. auf 
der Stirnseite der Bleche x = + / verbleiben zunächst Schubspannungen. 
Der Festwert A,, ist aus der Verträglichkeitsbedingung (3) bzw. (4) zu 


bestimmen. Man erhält; 
| éi A PN =— X Apm x" cos x x (x b + Ein x b Cof a b) 
(1 1) 2 m 
| o E Ah Lëlz wE h' X apx? cosa x, 
m 


Durch Gleichsetzung der beiden obigen Ausdrücke gemäß GI. (4) ergibt 
sich der gesuchte Koeffizient zu 


w E Amn A 
Me (x b + Sin ab. Coj x b) 
Zur Erzielung spannungsfreier Stirnflächen in den Blechen muß die 
dort verbleibende primäre Schubspannung in eine Fouriersche Reihe 
entwickelt und damit ein sekundärer Spannungszustand überlagert 
werden, der außerdem die sonstigen Randbedingungen nicht verletzt. 
Man erhält: 


kt ess Je Ee 8...) 


v: P 
zu \ 
gäe =— A A SCH [2 x Sin g x 
hi A D / D 
m D d — äi: Ta 31. Coj 8x] cos 8 y 
oo 
GT —ıB 
(13) gaus A e "Lee, Sing e 
m n d 


+ (2 — 8 L- Tog p 1) Coj 2 x] (cos 9 y — cos 3 b) 


no 
X," Ki Bas go ra 
[2 x + Got ax 


Ba 
ed pd Tun HABT E&in 6 dain ga, 


Ta = 


In den vorstehenden Gleichungen bedeuten 


| Pe (n=12,3,4..) 
(14) Re 
| P= Smp t+ Cof 21 ` 


Nun muß zur Erzielung spannungsireier Stirnflächen 

(15) Io + To). 417 0 
sein, und aus dieser Bedingung erhält man die Koeffizienten der Doppel- 
reihe zu 

b 
SE > = 
ee" J Ay Sin æ l (x b Coj œb Sin xy 

0 — æ y Cof x y Sin æ b) sin py dy 
a? di 
nz (x? + 32)? 


- Sin? x b» cos db, 


Jahrgang 13 Helt 25/26 
6, Dezember 1940 


Jäger, Der Eigenspannungszustand in Stumpfschweißungen als ebenes Problem 


Es sei ausdrücklich bemerkt, daß der sekundäre Spannungszustand 
an den Längsrändern der Bleche weder Normalspannungen noch Schub- 
spannungen und an den Stirnseiten auch keine Normalspannungen ergibt. 
Die Überlagerung der GI. (10) u, (13) führt daher zum endgültigen Spannungs- 
zustand mit vollkommen spannungsfreien Rändern und entspricht 
somit einer strengen Erfüllung aller Randbedingungen (5). Die 
Erfüllung der Verträglichkeitsbedingung (3) bzw. (4) führt jedoch zu einer 
zusätzlichen Temperaturfunktion /, (x), zu deren Ermittlung die nach- 
stehende Gleichung dient: j 


D B ep 
2 
A — At Lë, Gin d e 
— j Cn 
+ (4 — 8L- Ta 8 N Cof 3x] cos 8 b. 
Man erhält aus dieser Bedingung durch zweimalige Integration die 
sekundäre Temperaturfunktion zu 
KI Bnn 


E 


u naay I ge 

Tr n = Tn 

+ (2 — 8 L. Tg B N Cof 3 x — 2- Dat £ Icos Pb. 

Hierbei wurde das letzte Glied in der eckigen Klammer als Integrations- 

konstante hinzugefügt, damit die Funktion für x = = / ebenso wie fi (x) 

gleich Null wird, Die Bestimmung des in den Festwerten A,, und Ban 

enthaltenen Beiwertes LN erfolgt gemäß Gl. (7) und führt zur nachstehen- 
den Beziehung: 


AIR =w EA fa (x)= AS" 
(17) 2 (x) SC 


m 


[x Em d 


A X Ca gue Sin al, El ah 
(19) bss ey Ka DEER 
| N £ Li (ab + Eina b. Goals hi 
m n 
n(o? + BY pn 
Zusammenfassend ergibt sich somit der einem Wärmeabfall gemäß 
GI, (6), (8) u. (18) entsprechende Eigenspannungszustand in den ver- 
schweißten Blechen aus 


(20) 
wobei die Teilspannungen aus Gl. (10) u. (13) und die zugehörigen Kon- 
stanten aus Gl, (12), (16) u. (19) zu entnehmen sind. Der Eigenspannungs- 


zustand (20) erfüllt alle Randbedingungen (alle Blechränder sind spannungs- 
frei) und entspricht daher einer strengen Lösung. 


- [2 (Coj 81 — (EISE 


et Gu gun iry TD Där 


2. Lösung für ein bestimmtes Temperaturgesetz. 


Jeder beliebig geartete Wärmeabfall von der Schweißstelle gegen die 
Stirnränder kann analytisch ganz allgemein durch eine Fourierreihe in 
Form der Gl, (8) dargestellt werden, wobei es u. U. sogar möglich sein 
wird, mit einer endlichen Zahl von Gliedern das Auslangen zu finden, 
da es im Hinblick auf die näherungsweise Voraussetzung eines mittleren 
Elastizitätsmaßes E keineswegs erforderlich ist, den Temperaturverlauf 
ganz genau darzustellen; kleine Abweichungen vom tatsächlichen 
Verlauf entstehen übrigens schon durch die zusätzliche Temperatur- 
funktion E (x) gemäß Gl. (18) und haben auf die endgültige Verteilung 
der Eigenspannungen einen sehr geringen Einfluß, 

Nachfolgend wird ein Temperaturgesetz mit größerer Wärmezufuhr 
gewählt. Diese Bedingung ist bei der Gasschmelzschweißung gut er- 
füllt‘) und ermöglicht außerdem eine verhältnismäßig einfache Berechnung 
der Schrumpfspannungen (Vermeidung der Auswertung einer Doppel- 
reihe), Der Ansatz für die primäre Temperaturfunktion lautet dann in 
einfachster Form 

(21) 


Die obige Gleichung enthält also sozusagen nur das erste Glied der 


A= t .cosax. 


Reihe (8) mit m= 1 und a, = 1, so daß sinngemäß 
Di 
(22) a= 57 


zu setzen ist. Die weitere Rechnung verläuft entsprechend den im ersten 
Abschnitt abgeleiteten Beziehungen, Man erhält die Schrumpfspannungen 
in der Form 

gd, = À» cos a xX |(x b + Coj æ b — Sin x b) Cojay 


x B, 
— au, Ein x y- Sin a b] — A (Bx- Ein dr 
` Pn 


n 
— Al» Ta Al- Cof 8 x) cos du 
dy =— A cos x x (Sinx b + x b «Cof œ b) Coj a y 
— æy. Šin xy - Sin xb — a b — Sin a b - Cof æ b] 
(23) BZ, — 
+A Pn [2 x. Sin 8x + (2 — 8 L. Ta p N Coj g x] 


S «(cos 8 y— cos 8b) 
t = À sin æ £ (x b. Cof æ b. Sin æ y — a y Coj x y. Sin x b) 


Sh uean 
+ - Im [2 x- Eof 8x + (1 — 21- Tgp N Sin 3x] sin du, 
n 


mn m ————— 


In den obigen Ansätzen ist d und p„ aus Gl, (14) zu entnehmen, während 
A und B, gemäß Gl, (12) u. (16) die nachfolgende Bedeutung haben; 


A N wEt' 
~ (ab + Sinab. Cof a b) 
(24) A b? 


her . == z` Sin? ab: cos gh, 


Schließlich ist der Festwert AN aus GI. (19) zu ermitteln, die hier die 
nachstehende Gestalt annimmt: 
1. Sm? wb 
25 N SESCH 
a ee GC xb? (xb + Sin ab» Cof xb) 
Ka Sof 3 1 [2 (Coj 8 1—1) + 8L- Tall | 
` B $ y FF FE Lë 
-— ali + ipa) (31+ Sin gl, Cof di | 
Die gesamte Temperaturfunktion, welcher der Eigenspannungs- 
zustand (23) zugeordnet ist, stellt sich daher wie folgt dar: 


e, SE 


ef Lu fe 
` 


(6) t=t.cosax + [2 Ef 2 


— (2 die Tg 3) Coj 8 x — Bx Gin dx] cos db, 


Aus GI. (23) bis (26) ist zu ersehen, daß der Eigenspannungs- 
zustand vom Verhältnis der Blechlänge zur Blechbreite abhängig ist, 
so daß die entstehenden Schrumpfspannungen am besten an Hand der 
beiden Grenzfälle [=b (Bleche an der Breitseite verschweißt) und / = b 
(Bleche an der Schmalseite verschweißt) beurteilt werden. Bevor diese 
beiden Fälle zahlenmäßig behandelt werden, sei noch darauf hingewiesen, 
daß die Breite der Erhitzungszonen von der Länge der zu verbindenden 
Bleche unabhängig ist; man hat sich daher bei der Einschätzung der 
nachfolgenden Ergebnisse vor Augen zu halten, daß die Blechlänge / 
gerade der Einflußlänge des veränderlichen Wärmeabfalls entspricht und 
als feste Größe zu betrachten ist, während die Blechbreite b, also das 
Verhältnis //b, als veränderlich angesehen werden soll. 


Bleche an der Breitseite verschweißt. 


Für die zahlenmäßige Auswertung der Schrumpfspannungen werden die 
nachstehenden Angaben gewählt: £} = 600°, œ = 0,000011, E = 1600 Hem), 
/b=1; die Blechbreite 2b ist demnach doppelt so groß als der Einfluß- 
bereich des Wärmeabfalls. Zunächst ist der für die primäre Temperatur- 
funktion maßgebende Festwert jw aus Gl. (25) zu bestimmen; die in 
dieser Gleichung enthaltene Fouriersche Reihe konvergiert sehr gut, 
und man erhält A —0,7184,— 431°. Nun können Gl. (24) ausgewertet 
werden und ‘ergeben 


A = 1,032 t'em?, EE 


n? ( 1 + 


= Heme (n=1,2 ..) 


4n?) 


Br = 


t 
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Bild 3. 
Schließlich kann der Verlauf des Wärmeabfalls gemäß Gl, (26) ermittelt 
und in Bild 3 zeichnerisch eingetragen werden. Die untere 


Linie entspricht dem Verlauf der Primärfunktion A (x) laut Gl. (21), 
die obere Linie stellt die Gesamtfunktion £= f (x) + f(x) laut 


KEEN 


— Druck 


Bild 5. 


Bild 4, 


Gl. (26) dar, Schließlich ist noch eine Funktion t eingetragen, die 
demselben Gesetz folgt wie die Primärfunktion. Der Vergleich zwischen 
der wirklichen Funktion # und dieser Funktion £ (gestrichelte Linie) ergibt 
nur kleine Unterschiede und bestätigt die im ersten Abschnitt ent- 
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haltene Bemerkung, daß die Primärfunktion bereits alle charakteristischen 
Merkmale des gesamten Temperaturverlaufs aufweist, Abschließend 
können die Schrumpfspannungen nach GI, (23) ermittelt werden. In 
Bild 4 ist der Verlauf der Normalspannungen im Schweißguerschnitt 
x= dargestellt. Die Längsnormalspannungen vg, ergeben in Quer- 
sehnittsmitte y—=(0 eine Zugbeanspruch ung von o,,— 1,40 Lem? und 
entsprechen an den Rändern y =- p einer Druck beanspruchung von 
d ep = — 4,03 t/cm? = max |ø |. Die Randspannungen liegen also bereits 
über der Quetschgrenze des Werkstoffs, so daß dort in Wirklichkeit inner- 
halb eines kleinen Gebiets plastische Formänderungen auftreten 
werden, Die parallel zur Naht gerichteten Querspannungen g, erreichen 
ihren Höchstwert in Blechmitte max d, = 1,33 tem? (Zug), Im freien 
Stiraquerschnitt c—-==/ verschwindet selbstverständlich die Längs- 
spannung, während die Querspannung (Bild 5) mit ihrem Höchstwert 
von max |ø ,| = — 4,62 t/cm? (Druck) recht beträchtlich über der Quetsch- 
(ul 

grenze des Werkstoffs liegt und demnach im mittleren Teil des Quer- 
schnitts bleibende Querstauchungen hervorruft. 

Zusammenfassend kann daher festgestellt werden, daß die beim Ver- 
schweißen von breiten Blechen auftretenden Schwindspannungen recht 
beträchtliche Werte erreichen und sowohl in der Umgebung des Schweiß- 
querschnitts (Außenränder der Bleche) als auch in der Umgebung der 
freien Stirnquerschnitte (Blechmitte) plastische Formänderungen bewirken, 


Bleche an der Schmalseite verschweißt. 

Mit einer gegenüber dem Einflußbereich des Wärmeabfalls ab- 
nehmenden Blechbreite nehmen die Schwindspannungen ab, wie das 
nachfolgende Zahlenbeispiel zeigt, Die Werte für 4, wœ und E bleiben 
unverändert, während das Verhältnis //b = 10 gewählt wird (die Länge 
eines Bleches und damit auch gleichzeitig der Einflußbereich der Tem- 
peraturänderung ist demnach fünfmal so groß als die Blechbreite), In 


diesem Falle kann in Gl. (25) Sin Bl=- Coj fl Einxb=-xb gesetzt 
werden, und die Bestimmungsgleichung für Z, lautet dann 
ae] 
/ UD Vu 1 ) 


bh |14 Wësch 3 e ). 


Da 


KEE 
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Hieraus folgt, daß für Ab > 10 praktisch ty —t, gesetzt werden darf. 
Der gesamte Temperaturverlauf wird also hier praktisch durch die Primär- 
funktion allein bestimmt: t=- 7,-cosa x, fa(x)=0. Für die Konstanten 
erhält man gemäß Gi. (24) 


. I j de 
ee EE = 33,40 Hem? 
mb > 
b? E ent COSE A 
By =o hE. CR 0,000 263 » er Hem? 


Ha zb SulOnz. 


Bei der Berechnung der Spannungen zeigt es sich, daß die sekundären 
Glieder selbstverständlich so verschwindend klein sind, daß sie ver- 
nachlässigt werden können. Aber auch die der Primärfunktion zu- 
geordneten Spannungsanteile sind außerordentlich klein. Im Schweiß- 
querschnitt x—0 beträgt z. B, die Längsnormalspannung in der Mitte 
ee = 0,0628 t/cm® Zug und an den Rändern o. — — 0,0628 t/cm? Druck, 

Aus dem Vergleich der beiden Zahlenbeispiele ist der überaus 
große Einfluß der Blechbreite auf die Höhe der Schrumpfspannungen zu 
erkennen. Abschließend sei nochmals hervorgehoben, daß zur Beurteilung 
der Schwindspannungen das Verhältnis Ab und damit vorerst die Länge 
des Einilußbereichs der Temperaturänderung bekannt sein muß, während 
nicht allzu starke Abweichungen von dem hier angenommenen Temperatur- 
gesetz Bild 3 auf die Höhe der Schrumpfspannungen besonders im Schwert, 
querschnitt keinen wesentlichen Einfluß nehmen, 


Einfaches Hilfsmittel zur Bemessung von Rahmenquerschnitten für zahlreiche Lastfälle. 


Alle Rechte vorbehalten, 


Im Stahlbau sind beim Bemessen von Querschnitten oftmals mehrere 
Lastfälle zu berücksichtigen. Solange die einzelnen Konstruktionsteile 
nur durch Normalkräfte oder nur durch Momente beansprucht werden, 
bedeutet dieser Umstand keine Schwierigkeit, da zur Ermittlung der 
größten Spannung nur die Belastungen gleichen Vorzeichens addiert zu 
werden brauchen. Bei Rahmenguerschnitten, bei denen gleichzeitig 
Normalkräfte und Momente auftreten, wird manchmal schwer zu über- 
sehen sein, welche Lastfälle zur Berechnung der größten Spannung 
zusammenzufassen sind, da innerhalb der einzelnen Lastfälle Moment 
und Normalkraft einmal eine Spannung gleichen, das andere Mal ver- 
schiedenen Vorzeichens erzeugen können. 


Einen Ausweg aus dieser Schwierigkeit bietet natürlich immer die 
Errechnung der Spannung für jeden Lastfall gesondert, worauf die Werte 
gleichen Vorzeichens nur addiert zu werden brauchen. Mit dem Wachsen 
der Zahl der Lastfälle wird dieses Verfahren jedoch sehr zeitraubend 
werden. Für den Ungeübten, der nicht auf Anhieb den richtigen Quer- 
schnitt schätzen kann, vervielfältigt sich der Zeitaufwand weiterhin mit 
der Anzahl der falschen Schätzungen, Schließlich muß diese Arbeit für 
zwei äußerste Querschnittsfasern, wenn nicht gar, wie bei unsymmetrischen 
Querschnitten, für mehrere Querschnittspunkte durchgeführt werden, Die 
Anzahl der Lastfälle braucht also gar nicht so übermäßig groß zu werden; 


[Nu 


(e ch 


Zem 


Bild 1. 


es genügen vielleicht schon fünf oder sechs, um den Aufwand an Arbeit 
zur Bemessung eines einzigen Querschnitts unwirtschaftlich werden zu 
lassen, Durch ein ganz einfaches Hilfsmittel kann er auf ein geringes 
Maß beschränkt werden, 

In einem Koordinatensystem werden auf der Abszisse die Normal- 
kraft N, auf der Ordinate das Moment M abgetragen, so daß jeder Last- 
fall durch einen bestimmten Punkt der Koordinatenfläche dargestellt ist, 
In der Randfaser 1—1 des Querschnitts von Bild 1 erzeugt ein positives 
Moment wie auch eine negative Normalkraft eine Druckspannung, Werden 
auf der Ordinate positive Momente nach oben, auf der Abszisse positive 
Normalkräfte nach rechts abgetragen (Bild 2), so erscheint ein solcher 
Lastfall im Quadranten Il. Alle Lastfälle dieses Quadranten erzeugen also 
eindeutig Druckspannung. Anders ist es im Quadranten I, Dort erzeugt 
das Moment Druck-, die Normalkraft jedoch Zugspannung. Das Vor- 
zeichen der resultierenden Spannung kann hier somit positiv oder negativ 
sein und hängt von dem Verhältnis N zu M ab. Im Quadrantne Ill ist 


Von Dr Zeng. Georg Schmidt, Berlin, 


das gleiche der Fall, nur vertauschen hier N und M die Rollen bezüglich 
des Vorzeichens. Im Quadranten IV endlich ergibt jeder Lastfall eindeutige 


Zugspannung. 
Wird nun in das Koordinatensystem die Gerade a—a: N 


=M. T- (N int, Min mt, Fin cm? und W in cm?) — sozusagen 


05 
E ESS M- E 
Zem 
Bild 2. 
als Lastscheidelinie — eingetragen, die der geometrische Ort gleicher 


Spannung aus N und M ist, so trennt sie die Quadranten in die 
Flächen resultierender positiver oder negativer Spannungen, Lastfälle, 
die oberhalb der Lastscheidelinie liegen, erzeugen Druckspannung, Last- 
fälle unterhalb dieser Linie Zugspannung. Zur Abscheidung aller Zug- 


spannung erzeugenden Lastfälle ist allerdings die Gerade b—b: N.» E 


n 
=M. La maßgebend, deren Winkel zur Abszisse etwas von dem der 


n 

Geraden a—a abweicht. Über die Punkte derjenigen Lastfälle, die 
zwischen die Lastscheidelinien a—a und b—b fallen, soll weiter unten 
an Hand des Beispiels gesprochen werden. 

Für die Faser 2—2 des Querschnitts von Bild 1 werden die Geraden 
a—a und b—b spiegelbildlich als c—c und d—d in das Koordinaten- 
system eingezeichnet, Quäärant I gibt jetzt eindeutige Zugspannung, 
Quadrant III eindeutige Druckspannung an. 
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Wie schnell auf Grund des so entstandenen Bildes 2, also der auf- 
‚getragenen Lastpunkte und der Geraden a—a bis c—c, die Entscheidung 
über die maßgebende Zusammenstellung der Lastfälle und die zu be- 
rechnende Querschnittsfaser gefällt werden kann, wird am besten an 
einem Beispiel gezeigt, Folgende willkürlich angenommenen Lastfälle, 
die voneinander völlig unabhängig sein mögen, seien für einen Quer- 
schnitt vorhanden: 


N (t) M (tm) N (t) M (tm) 
1. Lastfall —40 +6,0 6. Lastfall —45 +35 
ge —20 -+ 5,0 Ek: — 3,5 + 20 
CH e +20 2,0 Ce +50 +10 
4. a —45 —10 | 9 S — 3,5 — 3,0 
Sy A + 2,0 —25 | 


Die Knicklängen des zu dem Querschnitt gehörigen Stabes seien 
Sp = 14,0 m; sp —=7,0 m. Als ausreichend wird IP30 geschätzt, Dann 
y 


1400 


max Se 12,9 
= 108,5; mz ID F= 154 cm?; F,—=143,6 cm’; W= 1720 cm? und 
W, = 1580 cm? 


lauten die Gleichungen der Lastscheidelinien mit 4 


2,78 100 E ke 

a-—a: N: 154 =M » 1720 oder N= 2,78. 1720 „M= 3,22 M; 
Get, af 100 14360 £ 

b—-b: N. a36 ~ M 1580 oder N = 1580 «M = 910M: 


Diese Lastfälle und Lastscheidelinien sind in Bild 2 eingetragen. Zu 
ihrer Auswertung muß noch folgendes bemerkt werden: Lastfälle, deren 
Punkte im Koordinatensystem auf einer Parallelen zur Lastscheidelinie 
liegen, erzeugen in der zu dieser Linie gehörigen Querschnittsfaser die 


Alle Rechte vorbehalten, 


gleiche Spannung. Je weiter der Lastpunkt von der Lastscheidelinie 
entfernt ist, desto größer wird die durch ihn hervorgerufene Spannung 
sein. Die Maximalspannung tritt also in der Querschnittsfaser auf, für 
die der Schwerpunkt der maßgebenden Lastpunkte die größte Entfernung 
von der zugehörigen Lastscheidelinie aufweist. 


Hierbei ist zu beachten, daß in einem Falle, wo der Schwerpunkt 
einer Lastfallgruppe von einer Lastscheidelinie für Druckspannung genau 
so weit entfernt ist wie von einer Lastscheidelinie für Zugspannung, die 
absolute Größe der Druckspannung infolge eines hohen »-Wertes gegebenen- 
falls größer sein wird als die absolute Größe der Zugspannung. 

Nach diesen Bemerkungen ist in Bild 2 sofort zu ersehen, daß nur 
die Querschnittsfaser 1—1 auf Druckspannung nachzuweisen ist; denn 
die meisten Lastfälle liegen am weitesten von der zugehörigen Last- 
scheidelinie a—a entfernt. Zu addieren sind die Lastfälle 1, 2, 3, 4, 6 
und 7. Die Summe ergibt M = + 17,5 tm und N= — 16,5 t, und hier- 
mit ist die größte Spannung 


16,5 _ 1750 
154 1720 


Die durch die Lastscheidelinien abgegrenzten Flächen für positive 
und negative Spannungen überschneiden sich in den Quadranten II und III, 
d. h. die auf ihnen liegenden Lastpunkte sind bei der Zusammenstellung 
der maßgebenden Lastfälle für die Berechnung sowohl der positiven als 
auch der negativen Spannung zu berücksichtigen, Wäre also für Faser 1—1 
die Zugspannung zu ermitteln gewesen, hätte Lastfall 4 wiederum zur 
maßgebenden Summe gehört. In den Quadranten I und IV dagegen 
bleibt die Fläche zwischen „den Linien a—a und b—b (bzw. c—c und 
d—d) offen, und die auf ihr liegenden Lastfälle, hier Lastfall 8, brauchen 
weder bei der Ermittlung der Druckspannung, noch bei der Zugspannung 
in der Faser 1—1 eingesetzt zu werden. 


d = — 2,78. = — 0,298 — 1,018 = — 1,316 t/cm?. 


Spannungslinien als Hilfsmittel 


bei Bemessung durch Biegedruck(zug) beanspruchter Tragglieder, 


Von Dipl.-Ing. Georg Lewenton, Duisburg. 


Zu den elementaren Hilfen bei Bemessung von Blechträgern gehört 
das einfache, geläufige Verfahren der zeichherischen Ablängung der Gurt- 
platten bei abgesetzten Trägerquerschnitten, Dabei wird das rechnerische 
Tragvermögen eines jeden Querschnitts, ausgedrückt als „Tragmoment* 
M=Wo, oder M= WI gaan, ermittelt und mit der festgestellten 
Momentenkurve bzw. einer der Bemessung zugrunde zu legenden Maximal- 
momentenlinie verglichen. Ein Schnittpunkt der zeichnerisch aufgetragenen 
Funktionen M mit der Momentenlinie zeigt an, daß die „Tragfähigkeit“ 
für die zugrunde gelegte „Tragspannung“ erschöpft ist und von dieser 
Stelle an ein stärkerer Querschnitt vorhanden sein muß, wenn die gewählte 
Grenzspannung nicht überschritten werden soll. Auf diese Weise werden 
die sog. „theoretischen Längen“ der Gurtplatten oder anderer Verstärkungen, 
die der stärkere Querschnitt gegenüber dem Grundquerschnitt aufweist, 
gewonnen (Bild 1), Zu beachten bleiben noch Überlegungen über eine 
notwendige Verlängerung der Platten über den theoretischen Endpunkt 
hinaus, d. h. die Zugabe einer Vorbindung, wofür Regeln in den Vor- 
schriften für genietete und geschweißte Konstruktionen jeweils gegeben 
sind, die aber hier nicht Gegenstand der Betrachtung sein sollen, 
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Bild 1, Ablängung nach dem 
Tragmomentenverfahren. 


Das bekannte Verfahren ist auch anwendbar bei Querschnitten mit 
veränderlicher Höhe. Die Tragmomente stellen sich dann als Veränderliche 
in Abhängigkeit von der Querschnittshöhe dar und ergeben bei zeich- 
nerischer Auftragung geneigte oder gekrümmte Linienzüge oder aber bei 
Ermittlung in nur einzelnen Teilpunkten in genügender Annäherung 
gebrochene Linienzüge (Bild 2). P 

Eine Verallgemeinerung des Verfahrens auf Querschnitte, die außer 
durch reine Biegung noch durch Normalkräfte beansprucht sind, ist jedoch 
nicht möglich, Dabei ist es aber auch in diesen Fällen oft notwendig 
oder von großem Nutzen, hinsichtlich einer klaren Anschauung der 
zusammengesetzten Beanspruchungen unterworfenen Tragglieder über eine 
entsprechende zeichnerische Darstellungsweise zu verfügen, um mit ihrer 
Hilfe die theoretischen Längen, d.h. die Ausführung mit knappstem 
Materialverbrauch, zu ermitteln, Dieser Fall liegt häufig genug vor bei 


Bogenbrücken, Versteifungsträgern von Hängehrücken und Stabbogen, 
weiter bei Rahmenkonstruktionen mit abgesetzten Querschnitten und 
veränderlicher Konstruktionshöhe der Stabquerschnitte. Bei allen diesen 
Tragwerken ist es bei der Aufstellung der Festigkeitsberechnung notwendig, 
die größten Randspannungen außer an den Systemteilpunkten auch an den 
theoretischen Enden der Gurtplatten zu ermitteln, etwa bei genieteten 
Trägern an der Stelle des zweiten Nietpaares, um sicher zu gehen, daß 
die zulässige Spannung nirgends überschritten ist, 

Das hier empfohlene Verfahren stellt nun nichts anderes dar, als 
eine systematische Anwendung eines allgemeinen Spannungsnachweises 
verbunden mit einer der üblichen Tragmomentenkonstruktion ent- 
sprechenden zeichnerischen Lösung der Aufgabe mittels der Spannungs- 
linien, 

Es wiid hierbei vorgesehen, an allen Teilpunkten, z, B, den Quer- 
trägeranschlußpunkten bei einer Brücke, die Randspannungen zu ermitteln 
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Bild 2, Ablängung 
bei gekrüämmten Gurtungen. 
unter Zugrundelegung aller in Betracht kommenden Querschnitts- 
abstufungen. 


Hierdurch wird z. B, die Randspannung oben o. gewonnen für 1. den 
Grundquerschnitt, 2. den Querschnitt mit einer Verstärkungsplatte, 3. mit 
zwei Verstärkungsplatten usw., zunächst ohne Rücksicht auf Ausnutzung 
oder Spannungsüberschreitung gegenüber o... Werden nun die so er- 
rechneten Spannungen unter den entsprechenden Teilpunkten zeichnerisch 
aufgetragen und die zu einem Querschnitt gehörigen zu einem Linienzug 
verbunden, so erhält man mehrere Spannungslinien, die jeweils den 
Spannungsverlauf in der Konstruktion bei Anwendung nur eines zugrunde 
gelegten Querschnitts angeben, 


Wird nun weiter in die Figur die Spannung du als Parallele zur 
Basis eingetragen, so ergibt sich ohne weiteres als Resultat der Vergleich 
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der Spannungen mit d. und die Konstruktion der theoretischen Gurt- 


plattenenden. Die Schnittpunkte der Spannungslinien mit der Horizon- 
talen du geben die Stellen an, an denen d= d Wird. Soweit die 


Spannungsordinaten größer sind als ou: Kommen die betreffenden 


Querschnitte als zu schwach nicht in Frage, und es ist ab dieser Stelle 
der nächststärkere zu wählen. Die Schnittpunkte sind die theoretischen 
Endpunkte der Platten. 


Die Ablängung kann in einfachster Weise für jede beliebige Bezugs- 
spannung ausgeführt werden, z. B. können in dasselbe Spannungs- 
linienbild die Bezugsspannungen o. = 1400 kg/cm? für St37 und o 


zu zul 
= 2100 kg/cm? für St 52 eingetragen werden, und die beiden entsprechen- 
den Dimensionierungen mit Ablängung der Deckplatten sind für beide 
Fälle sofort ersichtlich, Weiter kann auch entsprechend der Forderung 
der „Berechnungsgrundlagen für stählerne Eisenbahnbrücken* (BE), $ 40, 1, 
als Bezugsspannung (statt d.) Smag genommen werden, wobei aus der 


Forderung gleicher Sicherheit die einmal als größte Spannung festgestellte 
auch für die Bemessung des ganzen Traggliedes zugrunde gelegt wird. 
Bild 3 zeigt für den einfachsten Fall, denselben wie in Bild 1, die Ab- 
längung eines Blechträgers mit zwei Deckplatten, einmal für die zulässige 


dl 


w 


Spannung von 1400 keem? und weiter für d nax =- 


= 1370 kg/cm?. 
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Bild 3, Ablängung mittels Spannungslinien. 


Aus dem Beispiel ist ersichtlich, daß für die einfachen Fälle bei 
reiner Biegung die zeichnerische Arbeit dieses Verfahrens mehr Arbeit 
erfordert als bei der Tragmomentenkonstruktion wegen der Auftragung 
mehrerer gebrochener Linienzüge, so daß man wohl für diese einfachsten 
Fälle die übliche Konstruktion bevorzugen wird. Ist der Querschnitt 
jedoch von veränderlicher Höhe, so sind auch schon die Tragmomenten- 
linien gekrümmt und der Vorsprung dieser Darstellung nicht mehr wesent- 
lich, um so mehr, als man in der praktischen Rechnung sieht, wie weit 
man spannungsmäßig einen Querschnitt zu verfolgen braucht. Es genügt 
dann nämlich, nur das in Frage kommende Stück der betreffenden 
Spannungslinie (in der Nähe von dl zu ermitteln (siehe auch Bild 4). 


Als Vorteil ist die Anschaulichkeit der Darstellung hinsichtlich des 
Aufzeigens des gesamten Spannungsverlaufs zu werten, Dieser Umstand 
ist besonders bei Bemessung von geschweißten Trägern von Nutzen, 
wenn man sich über die günstigste Lage von Stößen und Beanspruchungen 
von Schweißnähten, für die herabgesetzte zulässige Spannungen vor- 
geschrieben sind, schlüssig zu werden hat. Die Randbeanspruchungen 
können hierbei direkt aus der Abbildung entnommen werden, 


Bei Untersuchung eines Traggliedes, das außer durch reine Biegung 
noch durch Normalkräfte, gleichgültig ob Zug oder Druck, beansprucht 
wird, ergibt sich nun durch dieselbe Anwendung des vorher beschriebenen 
Vorgangs, nämlich Ermittlung der Randspannungen, Auftragung der 
Spannungslinien, Auftragung der Bezugsspannung, ohne weiteres dieselbe 
Konstruktion der theoretischen Gurtplattenenden verbunden mit einer 
anschaulichen Darstellung des Gesamtspannungsverlaufs als allgemeiner 
zeichnerischer Spannungsnachweis, 


Als Beispiel werde die Spannungsdarstellung eines Versteifungs- 
trägers einer Stabbogenbrücke nach Bild 4 gebracht. Die verschiedenen 
Spannungen wurden in üblicherWeise mit Hilfe von Kernpunktsmomenten- 
linien ermittelt, Die der dann wirklich ausgeführten Dimensionierung 
entsprechenden Spannungslinienabschnitte für die obere und untere Rand- 
spannung sind dicker ausgezogen und geben den Verlauf der Maximal- 
randspannungen wieder. 


Ende des Jahrgangs 1940. 


Ein weiteres Beispiel zeigt Bild 5, die Spannungsfigur einer voll- 
wandigen Kranbahnstütze. Der Querschnitt ist einmal abgesetzt. Der 
Spannungsabfall beim Übergang zum verstärkten Querschnitt ist ent- 
sprechend der Anschlußlänge und der Nietanordnung abgetreppt genauer 
dargestellt, 
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Bild 4. Stabbogenbrücke. Aplängung der 
Deckplatten des Versteifungsträgers. 
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Der angegebene Weg eignet sich für zusammengesetzte Belastungs- 
fälle bei beliebiger Querschnittsveränderlichkeit und liefert eine anschau- 
liche Darstellung für genaue Spannungsnachweise. Es kann sinngemäß 
eine Maximalspannungslinie oder auch ein einzelner Spannungszustand 
der Konstruktion der Äblängung der Verstärkungsplatten zugrunde gelegt 
werden, als Resultat wird ein aufschlußreicher zeichnerischer Gesamt- 
spannungsnachweis verbunden mit einer theoretisch knappsten Bemessung 
gewonnen. 
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Bild 5. Vollwandige Kranbahnstütze. 


Die vielfache Anwendungsmöglichkeit rechtfertigt den hier gebrachten 
Hinweis trotz bekannter, einfachster statischer Zusammenhänge. 
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